الرياضيات 


للصف الخامس العلمي 
الفرع التطبيقي 


المؤلفوني 


د حيط علي حفودي الطائي 


عد. طاري شعبان رجك | «رحيويويتنس حرو 
عنمس عبط الغفور البواهري هنعم حسين التميمي 
يوسق شريت السعفار جعور رضا هاشو الزبيضي 


47 1أه/ اأدآام 





المشرف العلمي على الطبع : زينة عبد الامير حسين 


المشرف الفني على الطبع : مافسر ذاود السوداني 


القوقعم والصفحة الرسمية للقهديرية العامة للمناهجح 


ل فى عادقت. إحات قح يديه , 
اليم «مرمء.ممذطه رهاط زطم مود , 
كه" وا.ندقت. إحاقصقم هلما 


3 
/ 





يسم الله الرحمن الرحيم 
المقدمة : 


هذا الكتاب مخصصن لطلبة الصف الخاس العلمي ضعن سلسلة كتب الرياضيات لطلبة الدراسة 
الأعدادية ( الفرع التطبيقي) . حاولنا أن نضمع بين أيدي أبنائنا الطلبة كتابأ يستطيعون من خلال دراسته 
متابعة المفاهيم والمصطلحاث الواردة فيه .وادراك هذه المفاهيم ومن ثم أكتساب المهارات المترتية عليها. 
ويتكون من تسعة فصول 
الفصل الاول اللوغاريتمات وكيفية استخدام الآلة الحاسية ؛ احتوى الفصل الثاني على المتتابعات 
اما الفصل الثالث فقد احتوى على القطوع المخروطية مقتصرأ على موضوع الدائرة. 
وقد أحتوى الفصل الرابع على الدوال الدائرية ورسم منحئيات الدوال الدائرية البسيطه اما القصل الخامس 
يتضمن غاية الدالة واستمراريتها. اما الفصل السادس فقد احتوى على المشتقة والقواعد الاساسية للمشتقة 
ومشتقات الدوال الدائرية وتضمن الفصل أيضا على تطبيقات هندسية وفيزياوية ويتضمن الفصل السابع 
تكملة موضوع الهندسة الفراغية واحتوى الفصل الثامن على مبدأ العد والتباديل والتوافيق والاحتمال 
ونسبة الاحتمال . وينتهي الكتاب بالفصل التاسع المصقوفات وكيفية حل جملة معادلات خطية في 
متغيرين أو أكثر . 


لذا نرجو من الله العلي القديز أن يوفق أبناءنا الطلية الى ما فيه الخير لهم ولبلدنا العزيز ونأمل 
من زصلاثنا المدرسيين موافاتنا بمااحظاتهم بهدف التطوير 


وهنه العون 





المحتونات 


الفصل الاول اللوغارتمات 5-8 
الفصل الثاني المتتابعات 19-8 
الفصل الثالث القطوع المخروطية 39-3 
الفصل الرابع الدوال الدائرية 54-3 
الفصل الخامس الغاية والاستمرارية ‏ 104-123 
الفصل السادس المشتقات 124-3 


الفصل السابع الهندسة الفضائية ( المجسمة) 164-189 
الفصل الثامن-ح مبداأًالعد والتباديل 190-75 


الفصل التاسع المصفوفات 216-98 


1 “1م0113 


اللوغاريئمات 2 55311111115 ا 
" [1-1] نبذة مختصرة عن اللوغاريتمات . 
* [1-2] الدالة اللوغاريتمية . 
* [1-3] خواص الدالة اللوغاريتمية . 
* [ك1-4] اللوغاريئمات العشرية . 
* [1-5] اللوغاريتمات الطبيعية ٠‏ 
* [1-6] استخدام الآلة الحاسية . 


0 «2  ]اسديسصا‎ 





١ 


/ 


[1-1] نبذة مختصرة عن اللوغاريتسات 
اكتشفث اللوغاريتمات في أوائل القرن السابع عشر من قبل الملاك الاسكتلندي جون نابيير 

(1550 - 1617م) الذي كان شغوفا بالرياضيات ومن اهم اعماله استخدام اللوغاريتمات التي 
ساعدت في تبسيط الحسابات الفلكية المعقدة التي تحتوي في اغلبها عمليتي الضرب والقسمة وتحويلها | 
الى عمليتي الجمع والطرح وكان كتابه (إتوصيف قواعد اللوغاريتم المدهشة)) الذي نشره في عام 
4 م . وقد حوى هذا الكتاب اولى الجداول اللوغاريتمية التي استغرق اعدادها 20 سنة. 
الفكرة الأساس القائمة عليها اللوغاريتمات هي تحويل الاعداد على شكل أس والتعامل معها عوضا 
عن الاعداد الاصلية. 
ومف يحض البجانت ذني تتفم ها الارطار وها يبر 1-02 
* استخدامه في قياس قوة الزلزال على مقياس ريختر. 
* يصف الرقم الهيدروجيني للمادة (511) درجة حموضة المادة 

التي تحسب باستخدام اللوغاريتمات للأساس 10 حيث: 
]| الرقم الهيدروجيني [* /1] وها - - زم 
*1! تركيز أيون الهيدروجين في المادة 
*يستخدم في قياس شدة الصوت (ا) بالديسيبل حيث: 

مق/ة وها 10 - ا حيث 3: شدة الصسوت (و/م"') 

,3: اقل شدة للصوت تستطيع إذن انسان عادي ان تميزه . 
*حساب سرعة الصواريخ (5) حيث: 
كا نا م + 9325انان.0 - - 5 
0 زمن إشتعال وقود المحرك. 
؛ سرعة انطلاق البخار كم/ ثا. 
»!: نسبة كتنة الصاروخ محمل بالوقود الى كتلتة يدون وقود 
ا؛ اللوغاريتم الطبيعي. 
* في الاحصاء يستخدم في حساب الفائدةٌ المركبة المستمرة *1 حيث: 
المبلغ المستئس. 
؟: الشائكة. 
5 غنفد السنو أت . 

“حساب الوسط الهندسي - ()... (,:) (ي*) (6) يه 
في البنود اللاحقة سندرس اللوغاريتمات العشرية والطبيعية . 
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[1-2] الدانة اللوغاريتمية انه تأعداباعا ءادن تلأأوقوها 
لقد درست في الصف الرابع العلمي الدالة الأسية: 
1 * ق , 0< 3خ - ان , 5 8ك وهي دالة تقابل 
ولانها دالة تقابل فلها دالة عكسية [ 1١‏ ) حيث 8 ع هوا 
وهي تقابل ايضاً وتدعى هذه بالدالة اللوغاريتمية 
ولتوضح ذلك: الجدول أدناه يمثل بعض الازواج المرتبة التي تمثل الدالة *2 - لا 


2 1 كك 11 7ك 1171 11 ل 
| مه |[ ه ‏ [ نل | همه | # ا 
بالإعتماد على النقاط :-. ([ل , 1-) , (0:1) , (1,2) , (2,4)) رسمنا المنحني البياني *2 - 

ويمكن رسم المنخني البياني للتقايل العتسي بالإعتماد على نظائر هذه اللقاط ؤالتي هي :- 

((2به) ,)0ب له )ع 










والشكل المجاور يوضح ذلك, 





وبصورة عانة يمك وضع تغريف الدالة اللوغارتمية بالشكل الآتي :- 
م و م رم م م 7م م 7م م2 يوي 2 يي مر رم 2م 7م 7م 7م ير 7 ري مر م 00:7 


| الدالة ار 


١‏ 2ك لي بو تحص رست لحن افيه و0<هم “رع 


اي يبزااإزي ليبازيإ ببطااتق اجبلا تزايزات يد ايده اه يه م ا لم0 اسح 


( 6 


1 
1 
لا 


6002 
اكتب كلا مما يأتي بالصورة اللوغاريتمية: 
21 - 8092© (90.001-103© 9053-1235© 
الحل: من الملوم ان "3 د نز جع لاوما > * | 
3 -125 وما تكافىء 125 - :0105 
3- -0.001 وما تكافىء :- 10 - 0.001 © 
5 -2 وما تكافىء 3215 - 2 © 








4/2: 


اكتب كلا مما ياتي بالصورة الاسية: 


4 - 10000 وما 3 2 - 64 وها لك 2 - 49 وم 69 









من المعلوم ان *3 - الا اج ا - لا وها 
© - و4 جه 2- و4 وما 0 
027 -64 ه 64-12 وما 9© 


0 
105 - 10000 ع 4ك > 10000 وها 





| [1-3] خواص الدالة اللوغاريتمية 


سندرج يعض خواص الدالة اللو غاريتمية: 


٠‏ وإسم تاميمصتو تبر مكار ا بوكو مكار _محتور مكار مكار مكار حور مكو لكر عكر مكو امكو امكو مكار مكار مكو مكو كو امكو كع مكو مكبر كع كار 


ظ الكل عدد حقيقي موجب لوغاريتم. 0 
6 ##ئيس للعدد الحقيقئ السالب لوغاريتم. : 

ظ 9بما ان الدالة اللوغاريتمية تقابل فان: , 
1 1 
ع يق * 9 ., اوها - نز وضفا هت ين - 1 / 
!0 0 2 / 
: اوها +» وها - )روما 9© ١‏ 
: لإروما - »روما - زز») روما 9© ' 
, © 2م .روما م - ؟عدوما © 0 
١‏ 1 ع-دة وها إن , ( 
١ 0‏ 
١‏ 0 - 1 وما م ١‏ 


كو اعد اللو غاريتمات: 

لا وما . »اوها + (ل») وما * 
0 0 +زا»اروما 
“( لإقلاع "#7 ود 


أثبت ان :- 
1 - (2/3) وما 2 +(34/45) وما -زة/17) وما 
الحل : 
الطرف الايسر: 
*(2/3) وما + 34/45 وما - 17/5.بوما 
بعد الاختصار نحصل على 


1 / ٌ ,09 الطرف الايمن 
حل المعادلات الآنية: 
3 - 343 وما 0 3 > 1/125 وها 6 2 4 وما © 4 - “روف 68 
اتحل : ا 0 4 - »وما 6 
مج - (81) + 81 -ي 
“د 26 هج “ره وم يه 6- 4م وها © 
3 - جا 
لمادًا ؟ مج -(22) 
“1125-5 + « - 1/125.وما 69[ 
3- ص ير د +« 53-8 
مج - (3-) 
ذعر- 73 يه 3ير- 343 ه 34323 وما لا 000 
7 ع عا 0 
مج > (7) 


5 


















:420 
([#جد العدد الذي لوغاريتمه للاساس (1/4) هو (2.5) 
39 جد اساس العدد (0.01) الذي لوغاريتمه (1) 
© جد لوغاريتم العدد (1/8) للاساس (2) 

الكل : 
كن نفرض العدد > *# 000 

32 - « د 1/)2(25- عد 1/4(25) > ا 
0 نفرض الأساس - ا + 1 - 0.01 وها 

1 - ع > اجاد زأنزءن 

هه نفرض اللوغاريتم - *ا © »ا - 1/8 9ه0-ا 
3--<« جه 3< 2 - ةق جه *2 - 1/8 














© جد قيمة * لكل مما يأتي: 
* - 0.00001 وم٠‏ 69 4--16 وه © 5 -» وما © 
| © اكتب الصورة الاخرى لكل مما يأتي: 

.0 - +ز01. -- 5 -3 :. © | 
| 0.0001 - :(0.01) © 2 05 وه © ددد - : 97© 4 - مدمم1 ومنه© | 
| © فيما يلي علاقات غير صحيحة دائما. أعط 8 - * . 8 - ل: حيث 0 < 5 وبين ذلك: 
لاوما + «* وما 2 إلا + *«) وها © 
3 3 

لا وما . < وما عد با« وها انل ْ 

*( *« وما ) - »ا وها 8 8 








ا- 


5 
0 
ل 





© جد قيمة ما يأتي : 
ظ 6 وما 2 + 5 ومد4 + 40/9 وما © 
0 وما 3 - 125 وما + 8 و0٠‏ 2 © 
1 لاا «د- 
ظ (2 + *) /(2 - »)وما + (2 - ») وما 2 - ره - )وما © 
| اذا كان 0.3010 - 2 9ه-ا , 0.4771 - 3 وها جد قيمة كل مما يأتي: 


2 وما © 0 وما 68 2 وما © 














##حل المعادلات الآتية: 








05 > (ك + <غ) وما + (1 - »2) وها © 

3 -(5 -<) روما - ر5 + » 3) وما © 

* - 12 وما + 132/121 وما - 5/66 وما + 6/5 وما © 
2 وما + 1 - (1 + »«ة) وما + (7 - »3) وما © 


[ك1-4] اللوغاريتمات العشرية قتضظاءقوها أقدداءهنا 
سيق ان درسنا اللوغاريتم "في أساس () < 3 , 1 + 8 
والان سنتعرف على لوغاريتم إاساسه 10 - 8 يسمى اللوغاريتم العشري (اللوغاريتم الاعتيادي 
11 نه !ا نمدم ه6) وقد اتفق على عدم كتاية الاساس (10) حين استعماله. 
ا أفمثلا: 7 وها يكتب 7 وها ٠‏ 0.06 وها يكتب 0.06 وها ا 
د رونا يكتب 3 تا 
ومن المفيد هنا ان نذكر م - "10 هما ثمثلا: 5 - 105وم21--7 ٠0910‏ - 0.01 وما أ 






[1-5] اللوغاريتمات الطبيعية 32115157وه ا اتداادلة 
تعرفت في بند [1-4] على اللوغاريتمات العشرية حيث كان الاساس ((10) والان سنتعرف علي | 
اللوغاريتمات التئ اساسها اذع )) ظ 
حيث 2.7184238182843459045- 68 ويمكن ايجاده |( ) حيث 6 2 "زم 1+1) صنا 
وبالتقريب تكون 2.718328 داع 


ف 1 عم با كقت أ ٠‏ أ 
اسحسيق اذ 24 4 | جوع دلابجنا 
٠‏ 3آ.2 41 | 
ويصبع لتتون ع >"ر+1) _(ذا | 2.71692393 1 | بشكل ؛ 


001 2.113 
0221 2.1114 
0221 2.1 7 
022272315 2. 9 
121212122221 21 1 





والتي تسمى باللوغاريتمات الطبيعية وتكتب بالشكل ([1-3)) لتميزها عن اللوغاريتم العشري ([88!)) 


01 حك عن 


من تعريف |[ الدالة اللوغاريتمية) لو بدلنا الاساس 3 يالاساس © نحصل على 
م حي حت يز نا - 8 


8ع "وا رع د كه ورا 


البرهان: الطرف الايسر 
قاع - "هق لت[ 
(1)() - 
| الطرف الايمن 2 1 - 
اعد فيدر الأساسن : 
ا غ2 هق )ا حدق 


* وما ا كنا 
د وهام 00 - »وما 
البرهان : الطرف الايسر . 
”8 ا د »وما - لإ نفرض 
بأخذ اللوغاريتم الطبيعي لطرفي العلاقة 1 
"ق لمعا - 2 قحا 
الطرف الايمن - 5 انا | * قا لا جح قضايزا-ءاضا 


5 1/5 +15 وها /1 

الحل : 

(15 هلام 5 صل)ع+ز 15 ها / 3 صا) - رك ها/ 15 هذ/ 1 + (3 ضا/ 15 6()/ 1 
1 - 15 صا 15 صا 15 صارز5 صاع 3 صا - 














[1-6] استخدام الآلة الحاسبة 
بعد دراستنا للوغاريتمات العشرية والطبيعية وبعض قوائين اللوغاريتمات. الان سندرس 

كيفية استخدام الحاسبة (3]01اناء|62) لأيجاد لوغاريتم عدد ولوغاريتمات الاعداد المقابلة. 

اولاً: ايجاد لوغاريتم العدد ؛ 

|| ]في حالة اللوغاريتمات العشرية (8هنا) 

" نكتب العدد المعطى ثم نضغط على المفتاح ١6©‏ فيظهر الناتج . 


(منزاز» 
1 ألتك الهاسية لتجد: 
5 وها 80 0.083 وما ©6‏ 13 وماه© 
الحل : 


ن نكتب 7 ثم تضغط وها الناتج - 0.84509804 
أي 0.84509804 - وما 
© نكتب 13 نضغط 9ه الناتج - 1.113941352 
([ نكتب 0.08 نضغط وما النائج - 1.096910013 - 
© نكتب 1.5 نضغط وما النائج - 0176091259 








إب) في حالة اللوغاريتمات الطبيعية ((10)) 
* تكتب العدد نضغط المفتاح نا فيظير الناتخ 


1.5 ما 0.068 ها© 13 ما#© ‏ #957 
الحل: 


([© لكتب 7 نضغط ما الناتج - 1.945910149 

2.564949357 - نكتب 13 نضغط ها النائع‎ (١ 
- 2.525728644 - نكتب 0.08 نضغط ما النائج‎ 
0.405465108 - نكتب 1.5 نضغط نا الناتح‎ ( 


١ 
ثانيا: أيجاد العدد المقابل اذا علم لوغاريتمة‎ 
في حالة اللوغاريتمات العشرية‎ )!( 
نكتب لوغاريتم العدد المعطى نضغط على مقتاح 2501 (او في بعض الحاسبات /الااا)‎ * 
. ويكون لونه عاد ((اصفر. ازرق ...)) ثم نضغط على.69ا قيظهر العدد المطلوب‎ 
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(منن 43 
باستخدام آلتك الحاسبة جد الاعداد المقابلة التي لوغاريتماتها العشرية هي: 

19 1096910013 - 0© 1.113943352 © +مودوددة.ن 69 

الحل: 

9 نكتب 0.84509804 نضغط 2007 ثم نضغط 00 فيظهر 7 

© نكتب 1.113943352 نضغط 2001 نضغط 09-ا يظهر 12.9999999 2 13 

© نضغط مفتاع [ -] نكتب 0.096910013 ثم نضغط [ -] 

أ فيظهر 0.096910013- ثم نضغط 200 ثم وما يظهر 0.08 

| © نكتب 0.176091259 نضغط 200175 ثم ما يظهر 1.5 

| قارن نتائج مثال (1) مع مثال (3) 

( ب ) في حالة اللوغاريتمات الطبيعية ((صا)) 

* نكتب لوغاريتم العدد المعطئ ثم نضغط على مفتاح 2301 ثم نضغط :ا فيظهر العدد المطلوب 


رمث 
جد الاعداد المقابلة للاعداد التي لوغاريتمها الطبيعي شي: 

01945910149 7 

الحل؛ 58م 257286444 --- 60 

















([[ نكتب 1.945910149 نضغط 2005 ثم 0ا فيظهر 7 
(© نكتب 2.564949357 ثم نضغط 2001 ثم مفتاح 1-5 يظهر 12.999999999 - 13 
© نضغط [-] تكتب 2.525728644 ثم [-] فيظهر 2.525728644- ثم 
نضغط 2001 ثم ا فيظهر 0.08 
(1 نكتب 0.405465108) نضغط 20015 ثم ا فيظهر 1.5 


0 


أمثلة متنوعءة (استخدم آلتك الحاسبة) 


جد قيمة 3 وها 
الحل : 
باستخدام قاعدة تبديل الأساس 
4 - 0.4771/0.6021 - جوما/3 وما - 3 روما 


2 


جد فيمة 5 10 + 7 وما 
الحل : 
تجد 1 - 7 وها 
#4داناة. 1 - ةق صا 
94 + 0.3451 ع 5قضا+ 7 وما 


5 - 
جد قيمة 002 3 6- 
الحل * 


16/2 وما 2 وها - 16 9و5 
بتبديل الاساس 8 9و0 ع 
3199 - 5وما/8 وما - 
3 ع 


جد قيمة “'(1.05) - * باستخدام اللوغاريتم 
الحل ١‏ اه 
*'(05.) - * تأخذ لوغاريتم الطرفين 1" 
5 وها 15 - * و6 باستخدام آلتك الحاسبة أ 
2 *خ* 15 - ذا وما 
0 - “اوما 
7 ا 





في سنة 1995 حدثت هزة أرضية في إحدى مدن العالم بدرجة 8.0 والمصنف على مقياس رختر ٠‏ وحدثت هزة 
اخرى في 2001 في مدينة اخرى بمقدار 6.8 قارن بين الطاقة المنطلقة من هاتين الهزتين . 


الحل: 


0 وما 821.2 وما 
وباستخدام الكاسية اليدوية نجد 


اجد الوسط الهتدسي للاطاد: ‏ 14-1518 13 


الوسط الهندسي - ( ) -... ( ,5 )(ث>)( ,2) 
(13()14()15()16) 4 - الا 


[16 وها + 15هها + 14 وما + 13 وم ل - اا وما 
13 + 1.1761 + 1.1462 + 1119 لآ - الل وما 


د 5000 
1-3 ا 


انا6].| > 


8 --1لا - 
| اوجد الرقم الهيدروجيني لماء البحر اذا كان تركيز أيون الهيدرجين ]١1'[‏ له حوائي: 
10 3.2 
الحل : 


1ك 


الرقم الهيدروجيني 141] وما- - رم 
“10 * 3.2 وما - 





7 ْ 


[“10 وما + 3.2 وما]-»- 
[10 9م91 - 3.2 وما]ء <- 
[9 - 983.2ها] - د 
9 + 3.2 وها - د 
ا + 0(.5052-دك 
7 8,94 <- 
بفرض انك تستثمر (2) مليون ديئار بفائدة مركبة سئوية مستمرة قدرها 2/7 اوجد جملة ما 
ستحصل عليه بعد (1)00) سئوات. 
الحل: 
فاتون حساب الفائدة المركية الستمرة فو”*ث هزر - 8 
معد ود ٠  ةدلافلا >" ٠‏ 3 - عدت السنوات 
'"! م» زانان.2.0000 دم 
كنا ع * 2.000.000 -8 يأخذ لا الطرفين 
5 + .2.0000 قلا - ها قا 
4.7 ه 
08 - 05 


استخدم صاروخ لدقع سفينة فضالئية. فاذا كانت نسبة كتلته 20 وسرعة انطلاق البخار 1.5 كم/ثا 
وزهن الاشتعال 100 ثا. جد سرعة الصاروخ . 
الحل: 
استخدم العلاقة >ا ا “ا + 0.0098 - دعق 
حيث: 8 سرعة الصاروخ ؛ 6 - الزمن . * - سرعة الطلاق البخار ٠»‏ - نسبة كتلته 
0ه!ا 1.5 + 100 * 0.0098 - د هو 
(2.9956) » 1.5 + 0.98- - ع 
4 + 0.98 - 
كم/ثا 3-5134 - ه .:. 








2 
ل 






/! 1 
وو انكر رين (1-2) 


« استخدم آلتك الحاسبة » 
© جد قيمة كل من: 
0 مها9© 15 وم6ا ©9‏ 8 وما#©» 
22 جد قيمة كل هما يأثي: 
3 ها + 3قيوما + 33 وما 27 وما - 2ك وه © 
© جد قيمة كل مما يأتي: 
“102) © 65.267 ) 3 © 
خل كلا من المعادلات الآثية: 
 ©0)5( )2- 4“ '‏ 17- 80:5 26 -:03© 
٠ ١‏ جد الوسط الهندسي للاعداد الآتية: 
1011:12:13.14:15 
5 أثيت ان : 
| [1 دوت 1/9 > 6ق 109 /! +عداق وم / © 
5 > (6 وما + 5 وها2) 2 + 40/9 وما © 
© اذا كان 
| ع وما عط . ط وما - و فأن 1 - ه وما 
أ 9 تركيز ايون الهيدروجين [61] في اللبن هو 10-7 < 5 فجد الرقم الهبدروجيني له. 
| © باستخدام قانون الفائدة المركبة “"506 - 1 لاستثمار مليون ديئار بغائدة قدرها 2.57 ولمدة 
(6) سنوات. جد جملة ما سيحصل عليه. 
(© جد سرعة صاروخ نسبة كتلته نحو 10: وسرعة إنطلاق بخاره قدرها 3.5 كم/ثاء وزمن 
اشتعال المحرك 50 ثانية. 
| ا(لل اي مقدار (مقادير) يكافىء المقدار ط وها - 3 2109 ؟ 
وما - 32 وهال #إطة/) ومال) ظنتة وما 7زطضرة وه 6 
#ل في سنة 1987 حدثت هزة أرضية في إحدى المدن العالمية يدرجة 4.9 والمصنف على مقياس 
رختر ؛ وحدثت هزة اخرى في مدينة اخرى سنة 1999 بمقدار 7.0 ؛ قارن بين الطاقة المنطلقة 
من هاتين الهرتين. 
(© أختر الاجابة الصحيحة للمقدار طا/ه وما 
ليس أي منها 689 زطادمق) وم٠‏ © نا وما - 8 وها © وما | ةوه 68 


بي 






2 1م0613 













المتتابعات 816865لا560 
» [2-1] المتتابعة كدالة وثعريفا: . 

* [2-2] الحد العام للمتتابعة . 

* [2-3] المتتابعة الحسابية . 

© [2-3-1] مجموع المتتابعة الحسابية . 
٠‏ [2-4] المتتابعة الهندسية . 

. الحد العام للمتتابعة الهندسية‎ ]2-4-1[ ٠ 
. المتتابعة الهندسية اللانهالية‎ ]2-4-2[ * 


' 








ا 
( !| ظ 
قلتت 2 ظ 


ل (0-1) + خ د ينا 


[0 (1-م) + ن2] - ِ 5 


(5 -1)ه 
1 














(2 . الفصل الثاني ©) 





المتتايعات ‏ كمع اع باوع5 
[2-1] المتتابعة كدالة وتعريف 


ا المتتابعة نأخذ المثال الآني : 
ليكن 


108 سس 13م 
نت + 5 - زم؟ 





إن هذه الدالة تعين لكل عدد صحيح موجب (5) من بين عناصر المجموعة الجزلية من “2 
الصورة [5+2) وإن؛ 

نره ع + 5 - رزتة , 4-9 دق رن 53-3 - زنوا 

))10( - 5 + 20 - 5 





: ويمكن أن نعبر عن هذه الدالة على صورة أزواج مرتبة كالآتي‎ ١ 
))17( زللءة) , (2.9) ؛‎ , ... )010:25(( 
1 ولأن مجال الذالة هو المجموعة ( 10 520506 11/3 لقا وت كلل قله رونا عن الت‎ 
) 79.11 ...25( 








أي صورة (1) > 7 | 
| صورة(2)-9 وهكذا 
| وهذه الدالة تسمى [ متتابعة ] والاعداد المتتابعة تسمى ب [ خدود المتتابعة ] 

| عطي ب بناممتي 22ج قن ص مقي عر منية ممسممة ته | 
و ع ير عر ا ير تنتمي الى *2 تيدأ بالعدد (1) أي على الصورة ( 
ل ا اي ل اي ل ا يك 
فتد الدالة ((7,9) , (6,10) , (5.4) , (2,7) , (1,3)) -؟ 

لا تسمى متتايعة لأن مجالها ( 1,2,5,6.7 4 

وليس (11.2.3.4,5.5 

أي أن مجالها ليس مجموعة جزئية مرتبة ومتتابعة من'2 تبدأ بالرقم 1. 


3 7 





ولع حيث ه1 - (م)؟ أكتب المتتايعة . 
الل : 


2 


(41.2.3,....20 2 م. 1 +62 - زم)”7 أكتب المتتابعة . 


, 1/3 > (ة)؟ , 1/2 > (2)؟ , 1 - (1)؟ 
وتكتب بالشكل الآتي : المتتابعة <..., , 1/3 , 1/2 ؛ 1 > 


الحل : 


ابيا 


لتكن 18 ع 85 , 1 - (15]0 2 + هل تمثل متتايعة ؟ 
الحل: 
ليست متتابعة لأن مجالها ليس '2 أو مجموعة مرتبة منها على صورة [11:2.3,...,11 


401 - (0تا؟ .... , 10 - رة)؟ , 5-(14)2, 2 -(1)؟ 
الفتتايعة 4013 ,... , 10 25> 


م قردي (00ه) 0 زوجي زصعباع) 

1)2(<- 22 - 4 11[( - 4-1 - 3 

1 - 4-3 - (1)3 6 - 4 - رل4)؟ 

1) 6( - 6: - 6 15(- 4-5 --1 

وتكون الحدود الستة الاولى على الترتيب هي : < 36 , 1 - , 15 , 1 . 4 , 3 > 





[2-2] الحد العام للمتتايعة: 668عنانوة5 عه تصمع؟ اهععمع6 
الحد العام أو (الحد النوني) هو قاعدة عامة يمكن منها أيجاد كل حدود المتتابعة. 
فمثلاً متتابعة الاعداد الزوجية الموجبة: ... 2,4.6,8 حدها العام هو: 


نرمز للحد العام بالرمز ,لا فيكون: ( 405 - ,لا 
بمعنى: (2)؟ - رلا , (1)1 - ,إلا 
وهكذاء وستستخدم الرمز ,الا لتعني المتتابعة التي خدها العام .لا وتكتب 
وكذلك متتابعة الاعداد الفردية الموجبة: ... 1.3.5.7 حدها العام هو: 
مح ه, 1 - 26 - إلا / 


بجي ا الأؤلى هن المتتابعة التي حدها العام هو ١‏ 11/7 
1 
الحل : 
3--1(1/3- )سنا , 72-172( )حلا , 1--1ماز1-)-رنا 
16 - و ترات عونا ب 14 - وارو سنا 
المتتايمة. ‏ <1/5- , 1/4 ,1/3-, 1/2 , 1-> 


اكتب الحدود الستة الاولى للمتتابعة التي حدها العام 


2- 5 ,نا را 55 بلا 5-17 9 بلا 1" 5 بلا ا 1- د نا بلا 
ل المتتابعة <3/2- 3 7 0 1 3 2 4 12- 0 2 








5 > 6 قردي ......... 1/84 1 
6 > 0 زوجي و 1 








5 - 4+1 - رلا , 1/9 - 1/32- رلا , 2+1-3 - رلا ., 1 - إنا 


7 - 6+1 - إلا , 1/25 - :1/5 - نا 
.'. المتتابعة <7 , 1/25 , 5 , 1/9 , 3 , 1> 









اكتب الثلاثة حدود الأولى من المتتابعة التي حدها العام 3 - رلا 
الحل: 





3 - ,لا . 3 - ,لا 3- انا 
,+ المتتايعة :3,33 * 
9 ملاحظات: :. 0 
1. المتتابعة التي حدودها متساوية تسمى [ المتتابعة الثابتة ]||| 
2. ترتيب الحدود يعد خاصية مميزة للمتتابعة ولذلك فان المتتابعتين: 
<4 ,3,7,29>-<وله | <3,2.7.9,4>- <مع> 

مختلفتان لأن: 7- لط بينما ‏ 22-2 0 
2 - إلا بيننا ‏ 7-بع ظ 


3. قد لا تكون لبعض المتتابعات قاعدة لحدها العام فمثلاً : 
المتتايعة < ... . 157.519 5.711.131 23> 
ليس لحدها العام قاعدة حيت لا يمكن إيجاد صورة عامة يمكن بواسطتها إيجاد كل حدود هذه 
المتتايعة . 





اح لور كر درين 2-1 حش سر 
([ أي العبارات التالية صحيحة وأيها خاطنة: 

كل دالة مجالها '2 هي متتابعة. 
(© كل دالة همداها '2 هي متتابعة. 
© كل دالة مجالها ( 7.8 , 6 , 5 ,. 4 .3 ) هي متتابعة. 
9 كل دالة مجالها 2 هي متتايعة. 
9 كل دالة مجالها ( 7 , 6 , 5 , 4 , 3 , 2 ؛ 1 ) متتابعة منتهية. 
#9 كل دالة مجالها ( 9 , 8 , 7 , 6 , 5 , 4 , 3 , 2 1 ) هي متتابعة. 
9 الحد الرابع في المتتابعة <(02+1)/ 5/.> يساوي 2/5 
9 مجال المتتايعة <96 , ..., 6 , 4 , 2> هو '2. 
© في المتتابعة <, لا > حيث ,لا 5 - ,.,لا 

فأن الحدان الاول والثائي مختلفان عندما 1 - 5 
9 في المتتابعة < *5 > يكون ,لا > ,,.لا 


أكتب كلا من المتتابعات الآتية مكتفياً بذكر الحدود الستة الأولى: 


4 
©. 


| في المتتابعة <. لا> حيث 20+ :5 - ,لا أثبت أن ,لا < , .لا 
<< | ##اكتب ثصانية حدود من المتتابعة بفرض: 
0 تعدةها ١‏ 
١ 2220‏ فردي ... 2 + م 
<آ10 


0 5 4 - إلا ع - 2 ولاه 
# - كوي ا زوسن ددنت 





[2-3] المتتابعة الحسابية عع داع باوع5 عناع تصط امم 


هي متتابعة يكون فيها ناتج طرح كل حد من الحد الذي يليه مباشرة يساوي عدداً ثابتاً يسمى 
أساس المتتابعة (الفرق المشترك 01116781168 6610300) ويرمز له بالحرف إلا - .,لا-4 وكذلك فانه 
يكفي لتعيين المتتابعة الحسابية سعرفة حدها الأول ( 3 ) 716157 156 وأساسها | 9 ) ثم ياضافة 


الاساس الى الحد الأول تحصل على الحد الثاني وهكذا... 
فمثلا المتتابعة الحسابية التى فيها 2 - 3 ١‏ 3 - 0ه هي: 

<... 1114.17 8, 25> 
والمتتابعة التي حدها الاول - ه وأساسها - 0 هي: 


<... , ماعة , 35+20 , لم+ق , 3و 





| أتواع المتتابعات الحسابية: 
أ. <... , 8 , 6 , 4 , 2> متتلبعة متزايدة فيها 0 < لك (024-2-2) 
ب. <..., 5- , 1- , 3 , 7> متتابعة متناقصة فيها 0 - ك(4--23-7ل) 
جد «... . 3 , 3 , 3> متتابعة ثابتة فيها 0 - 2 (0-3-3-0) | 
0 الحد العام للمتتابعة الحسابية: ععدع بروع5 ع اتأعحصطظ أ ضيكرهة تصنع؟ لقععمعهة ٍْ 
ذكرنا أن المتتابعة الحسابية التي حدها الأول - 8 وأساسها --0 هي: 


<..., , ةق , معة , مخة ا قّةت 


ل (1-1) + ة- فل (0) جهد هت_الا.:. 
18 -2) + غ - كق (1) + 5 - انا 
3-1(2)+ة > 2(0)+ة - إلا 
14 -4)+ة - 3(0]خة - إلا 






| يسمى بالحد العام أو (الحد النوني) للمتتابعة الحسابية. 


ل 


اكتب المتتابعة الحسابية التي حدها الأول -00" ٠‏ وأساسها - 3 - مكتفياً بالحدود الستة الاولى 
قي بخ عد إكاذبجه رق 
الحل: م 8 سد 0-0 1 4ك 2 


المتتابعة بشي : وم 8 5-, 2-, 1 أك, 7 


© 


أوجد الحد العاشر من المتتابعة الحسابية: <... , 14, 4,9> 
الحل : 
نستخدم قاتون الحد العام: 
4 - قة , 5 - 3 
ل (1دم) + وء إلا .:. 
9 - 5 4 9 + 4 ع 53 عز (ر10-1) + 4ع ,ولا 


5 


اكتب المتتابعة الحسابية التي حدها السابع - 36 وأساسها - ك4 
الحل: 
كد 4 + قد - 8 6 + 8 - إلا 
يعس تكس لد 
4ق , 20 , 16 , 12> كت 123 - وه 4 #2 865 +4ه د 36 
.-. المتتابعة الحسابية هي: <... , 24 , 20 , 16 , 12> 


ع حسابية حدها الثالث - 9 وحدها السابع - 3- أوجد حدود المتتابعة بين رلا , .لا : 
الحل: 

(للا).: 9 - 20 + شق > إلا 

 ....)2(‏ 3- - 4م + 3 - رلا 

يطرخ 1 من 2 ينتخ: 2 3- -0 2 12--40 

بالتنعويض في (1): 2-8-5 9-(3-)2 +5 
6 - (34-3 + 30-15 +ع بلا . 

3 > (3-)4 + 15 - 4 + - إلا 

0 -(3-)5 +58-15+ة-نا 





أوجد الحد الذي ترئيبه (2000 في المتتابعة الحسابية التي حدها الخامس - (4-) 
وأساسها - (12) 
الحل: 


وحيث أن 12 - ل نجد 8 باستخدام قانون الحد العام حيث: كل (1 - م) + شق - إلا 
2- > 8ه 123 << 4 + جوع 4- جه ل 4 + خج 2 إلا 


ل 199 + - ىالا 


:81 6 - 12 ا 199 + 52- ه ورلا .. 


أوجة عدد حدود المتتايعة الحسابية 1137,  ...‏ 1- ,4- ,7-ة> 
الحل : 
3 - رلا , 3- (7-]) - 4- د قكق , السو 
4 (1 -م+ ش - يلا .:. 
1ه > 5 + (1 - هم) 3 - 120 + 3 << (] -دم | + 7- - 113 


أذا كان لدينا العددات طاء ج وادكلنا بيتهما الأعداد ...6 ؛ ل :ع6 
كاوساط حسابية بين 3:2 حيث عدد الحدود - عند الاوساط + 2 


مثلا إذا أدخلنا 6 أوساط حسابية بين 38 . 10 تتكون متتابعة حسابية عدد حدودها - 6 + 2 - 8 
كذلك 7 > , 10 - 3 , 8 عم , 38 ع إلا 
4 - 0 > ل 7 - 28 + ل 7 +10 - 38 جه ل 7 +3 دالا 
الاوساط 8 , [34 . 30 , 26 . 32 , 18 , 14] , 10 





ألا 











[2-3-1] مجموع المتتايعة الحسابية: ©©06عنا0 5 عنأع7طااءة 0ق 01 لابا5 
إذا كونث (,لا) متتابعة حسابية فان مجموع ١‏ حدآ الاولى فيها يرمز له بالرمز ,5 أي أن: 

حيث ,لا الحد الاقير الى + .رلا + ااا 5 

لا+ رك  -‏ لا) +...+ (3+20)+رل+ة) + قن - 5 

وبعكس الترتيب ‏ 8+(8+0) +...+ (0 2- لا)+ زفت لا) + لا- ,8 .0 

بالبمع لل ملع ١‏ 






(الاجداع زر لاعة)+...خزر لاعه)+ز لاعة)+ز لاحة)- 25 
زلا + هاه - ,25 
ا 0 
قانون ايجاد مجموع ١‏ من حدود المتتالية الحسابية إذا علم الحد الاول والاخير. 
عندما نعوض الحد العام - (الحد الاخير لا) حيث: 












8 (1 -م) + وع إلا 
.'. يصبح قانون المجموع بدلالة الحد الاول (3) والاساسس (ك) 


[1(0 -م[ +ة+ مم د - 5 ::. ٠‏ 








5-2 , 4ه-هة, ك-دلا, 323-ه 


ل 1 
زلا + ها ج - ر5 


14 ه رقب سك درو 


أوجد مجموع حدود المتتابعة الحسابية < 100,..., 3, 2, 1> 
الكل : 
5-0 100 -إلا, 1 دع 


- 0 100 - || 0 . 
5051 -5)01001 > [1+1003] 2 لاجق] 3 0 


اس حو 7 9 


انيه 


متتابعة حسابية حدها الثاني - 4 وحدها ما قبل الاخير - 22 وعدد حدودها - 12 جد 
الحل: في أية متتابعة حسابية يكون : 
الحد الاول + الحد الاخير - الخد الثانئ + الحد ماقيل الآخير 
6 - 26 * 6 -[22 + 4ع ك2 زلاء مم - ره 


70 
جد مجموع ثمان حدود من المتتابعة الحسابية <.....,4,1,6-> 
الحل : 
8 عدم , 5ع كل , 4- دق 
[ه زاحم) + مم لل - ,5 
[5 *(8-1)+ره-) 2ه - ره 
8 -27 :4 - [5ة + 8-] 4ا- ,5 


8-1 
ثلاث اعداد تكون متتابعة حسابية مجموعها - 15 ومجموع مربعاتها - 83 ثما هي الاعداد؟ 
الحل: 
نفرض الاعداد الثلثقة: ل + ه , 8ه , ك0 - 8ق: 
... مجموع الاعداد: 15 - 33 


3-5 
.*. الاأعددك ‏ 5+0 5.ل0-<دة5 
3 - ترك + 5) + 25 + ت(ك - 5) 
شع ثل + ل 10 + 25 + 25 + ذل + ل 10 - 25 
4 - ذك > 8 - تل 2 جه 833 - 75 +203 
د > 4 
عندها 2 - ٠ ١04‏ الاعداد : 7 , 5 . 3 ( تصاعدية لان 0<0) 
عندما 2- - 4ه ... الاعداد : 3 ٠‏ 5 ؛ 7 ( تنازلية لان 20> ) 





1 | 
ا 


ا 


خواص المتتابعة الحسايية : 


إذا أضيفت كمية ثابتة الى كل حد من حدود المتتابعة الحسابية: أو طرحت كمية ثابتة من حدود 
إذا ضرب كل حد من حدود متتابعة حسابية في مقدار ثابت أو قسم على مقدار ثابت كونت الكميات 
الناتجة متتايعة حسابية أيضا يأساس يختلف عن المتتابعة الأصلية. 

حاصل جمع أو طرح متتابعتين حسابيتين يكون متتابعة حسابية أساسها هو المجموع أو الفرق 
بين أساسي المتتابعتين. 


رد اك تمارين (2-2) جه سر 


© اكل فقرة أربع أجابات واحدة منها فقط صحيحة: إختر الاجابة الصحيحة: 
أو لا- المتتابعة <20+1» 
© أساسها - 2 2 وحدها العاشر - 03 
©© أساسها - 21 وحدها العاشر - 21 
©© أساسها - 22 وحدها العاشر - 21 
© أساسها - 2 وحدها العاشر - 19 
ثانيً: أذا كان <..., 1- , 2 , « , 8 > متتابعة حسابية فان  ----»‏ 
1١11© 5© 3© -3©‏ 
ثالثاً: إذا كان < 3,*,11- > متتابعة حسابية فأن -.-٠+‏ < 
762 © 4 © 140 
رابعا: في المتتابعة الحسابية <63 , « . ... .11 ,7 , 3> 0...- » 
0 15 330 © و5 ليس أي مما سيق 
(# اكتب الحدود الخمسة الاولى لكل من المتتابعات الحسابية التي فيها: 
أويف 4-3 , 5-د-ج 
ثائياً: 4- ء لق . 20د هخ 
ثالثاً: 4 + إلا < إلا 3-دق 
رايعاً: ( 58-29 ) - إلا 


ع 






















جد الحد السابع عشر من المتتابعة الحسابية <....9-,12-,15-> 
ال[#جد عدد حدود المتتابعة الحسابية <55, ... ,14-,17-,20-> ثم جد مجموعها . 
<... 3++-292, 2:21 , 1+ *<» متتابعة حسابية. 
جد قيمة * وما حدها السايع؟ 
00 أدخلنا ستة أوساط حسابية بين 30 , 2 فما هذه الاوساط؟ 
[#جِد المتتابعة الحسابية التي حدها الخامس - 8 وحدها الثامن عشر - 31- 
ا( أي حد في المتتابعة الحسابية <... , 1- , 5- , 9-> يكون مساوياً 87 ؛ هل يوجد حد في 
هذه المتتابعة - 333؟ 
ال متتابعة حسابية حدها الرابع - 1- وحاصل ضنرب حديها الثاني والثالث - 10 فما حدها 
العاشر؟ 
| ([ إذا كانت + <25 , 8 , ... . 7 , 8> متتابعة حسابية وكانت ‏ 2 + .58 - 8 
فما قيمة 8 . 8 ؟ وما عدد حدودالمتتابعة؟؛ 
. |07 أثبت أن مجموع 5 حداً الاولى من الاعداد الفردية الموجبة 
خب (1حم2 ), ... ,5 ,13> هو 2م 
<< [#© كم حداً يؤخد من المتتابعة الحسابية <... , 17 , 21 , 25> ابتداء من حدها الأول لبكون 
مجموعها - 14-؟ 
جد مجموع الاعداد الصحيحة المحصورة بين 400 ؛ 100 وتقبل القسمة على 3. 





! 
لل 
1 


[4 - 2] المتتابعة الهندسية: ع6 رعباومع5 ءعأناعدومعة6 
وهي متتابعة ليس فيها حد يساوي الصفر؛ ونائج قسمة كل حد فيها على الحد السابق له 
مباشرةٌ يساوي عدداً حقيقياً ثابتآً وهذا العدد يسمى أساس المتتابعة الهندسية 


(الشسية المشتركة 531415 1061ثمره6) ويرمز له بالرمز .لا/,. .لا > ؟ حيث 8 اعم 





| © <..., 8 . 4 , 2 , 1> متتابعة هندسية لأن : 
2 ع كاق - 4/2 - 2/1 دع 


أ© <... , 3- . 9 , 27- . 81> متتابعة هندسية أساسها - 1/3- 

| © <... , 4 . 4. 4 . 4> متتابعة ثابتة هي حسابية أساسها - 0 وهندسية أساسها - 1 
© <... , 19 , 15 + 11 , 7> متتابعة حسابية أساسها - 4 

ا مالاحظات: 





1 > : (موجب] متتابعة هندسية تنازلية 

© ذا كان (5) موجب وان . احا حو ا ظ 

1 > (سالب) متتابعة هندسيةالاشارات فيها تأخذ | 
حالة التناوب الاول موجب والثاني سالب - أ 
وهكذا 

1 >: (موجب) هندسية تصاعدية 

1[ -, هندسية ثلبتة 

1 2 هندسية تنازلية 

٠> 1‏ (سالب) هندسية اششارات الحدود فيها تأخذ 
حالة التناوب الاول سالب والثاني هموجب  ١)‏ 
وهكذا 


© إذا كان (2) سالب وإن 


3-4 12م <... 1/2 , 1 , 2 , 4> عندسية تنازلية 
4-ق , 1[د<م 
4ج , 22م <.., 32 , 16 , 8 , 4 هندسية تصاعدية 
5-4 , 1/2- حم «<,., 1/2 -, 1 , 2 , وه هندسية متناوية الاشارة 


4--ه , 0-1/2<.., 1/2- , 1- , 2 -, 4-> هندسية تصاعدية 
4--ة , 1م <.., 4- , 4- , 4- , 4-> هندسية ثابتة 
4-دق , 22م <.., 6[, 8-, 4-> غهندسية تنازلية 
4--2 . 1/2--م «... 1/2 , 1 -. 2 , 4-» هندسية متناوبة الاشارة 


[2-4-1]الحد العام للمتتايعة الهندسية 68 هداق 55 ج71أ0111 66 عرنع] صده؟ اقعهمة 6 
المتتابعة الهندسية التي حدها الأول - 5 وأساسها - © هي: 
فرع عم تعقر رقارا يه 
ويكون: 
التالمق > فرق > جع إلا 
(قاميع د امع ع رلا 
(ا-تاعرج د شرق د بلا 
الفامع - تمع - إلا 


00 مده 


أكتب الحدود لنسئة الاولى من المتتارغة الهننسية افثى حدها الأول - 64 وأساسها - هر1- 
كاه اسلو 
لهسيل بولسم 


الحل: 16 33- , جع 
النتازنة الوتشسنية هل 3د ,4ا, :8د ,16 .32د , نيط 





جد الحد السابع من متتابعة غندسية حدها الأول - 1/4- وأساسها - 2. 
الحل: 


تكرج د إلا 


1 1 


عه د وحص ركم زف عرباة 


متتابعة هندسية حدها الأول - 3 وحدها الخامس - 5ك جد حدها الثامن . 
الحل ؛ 
3- وج 3 - إلا 
م 3 - هك ه “مق - إلا 
2ع سه 6] دك :0 
عندما 2 - م 
4 - 125 4 3 - 2(7) >< 3 ع 7]ق - إلا 
عندها 7ز- دم 
7 4- - (128-) >< 3 - '(2-) 3 - 7ق < ولا 
مجموع الحدود الثلاثة الآولى من متتابعة هندسية حدودها موجبة - 7 وحدها الثالث - 1 فما 
حدها السبائيس؟ 
الحل: 
7 - ,لا + إلا+ إلا 
7 ع اثرق +دعق + خق 
ا اعورم باع ع 1و١‏ 
[ - رق 1-.ا 
لقا 5[ هق 
بتعويض 2 في 1 : 7- م +ع + لم ل 
0ع [ عع دوه نت صا بعس إن 
0 > زلاءءة) زاسصةق 
لما 1/3- - * يهمل لأن حدود المتتابعة موجية. 
أو شلا دم كه د 2م11 دق '. 


8 - 1/32 » 4 - 1/2(5) 4 - مع - إن 













الأوساط الهتدسية : 
إذا كان لدينا العددان ؟ . 5 وأدخكلنا بينهما الاعداد المرتية © ....هك,ء.ط بحيث 

< #,ه ... ,ورعءبط,ة > تكون متتابعة هندسية فان الاعداد 8, ... ,0,ع,ط تسمى أوساط هندسية 

بين 3,1 ويكون عدد حدود المتتابعة الهندسية الناتجة ‏ ( عدد الاأوساط + 2 ) 


لعي 


أدخل أربعة أوساط هندسية بين العددين ك4 . 128 





4- هلا , 6-م ., 3-128 
“12د 1/32ءثم هد رقن ودك جه تروعلا .. 
لاك ان 
.'. الاوصاط الهندسية : 64.32.1685 
والمتنابعة الهندسية هي 22 ك, 32.16.85 ,128,64 ح- 
/ | مجموع المتتابعة الهندسية 58601061166 6860116416 3 51 11الا5 
/ أوضحنا في للبند السابق أن المتتابعة الهندسية التي حدها الاول - 3 وأساسها - ؟ هي : 








0 2 ...., 320,363,ة,ة > فاذا إخترنا (2) حداً الآولى من المتتابعة فتكون الحدود المختارةٌ هي : 
د التترق, ا مضق تمق أنقرق م 


ومجموع هذه الحدود والذي يرمز له' بالرمز ,5 هو : 


لل) عب لكيه دب ماموجروبق درع5 





بضرب طرفي (1) في ؟ ينتج : 
8 لع “رق جد رودم روبرق - 5 
بطرح (2) من (1) : ظ 
ؤ “هدق - ,85 - 5 
1-5 )أقء ن-5)1 
فقي يوعد 7 (٠.‏ 1-7[/)1-6)ه- يق .. 





نه ؛ 
إذا كانت 5-1 فان المتتابعة الهندسية تصبح <.... 5 ,3 . 3> ويكون المجموع الى (:) من 


الحدود ‏ ..... + و+ة+ة - ,5 
71 و 5 


27 
جد مجموع الستة حدود الاولى من المتتايعة الهندسية <.... ؛ 16 . 32 , ك5 » 
الخل : 


12م . 6 حم ,م ك4همءعق 
2 /4[1م6/! - 1]هم عرة/! - 11/[؟(1/2) - لاجم حرة5 جل 1" - 1نودر5 


5 - )64-1( /1/2 - 263 - 6 


[2-4-2] المتتابعة الهندسية اللثتبائية بعع تع باوع5 عأماع دمعت عأاتضاتما 
إن التعريف الذي أعطي لمجموع حدود المتتابعة بصلح لكل المتتابعات المنتهية وغير المنتهية 


على حد سواء . وفي حالة المتتابعات الحسابية غير المنتهية فاتنا لا نستطيع إيجاد المجموع لحدودها 


كافة لأن المجموع يكون أما كبير جدا أو صغير جدا فمثلا أئنا لا نستطيع أيجاد : 
... +7 13+1-ه+ 1-5 
أو ل.. -ه-4-ق3-جم-1- 
أما بالنسبة للمتتابعة الهندسية غير المنتهية [ اللانهائية ) فان الامر مختلف كليأ : 
(--ل)لضة - (2-]1زهة ‏ - (-1)رز”-1)ة -ره5 
وعندما 1 > م جه ب 


فأن (") تقترب من الصفر كلما زادت 1 زيادة كبيرة غير محددة لذلك فأن( +-3/)1 يقترب من الصفر . | 


ظ سي ظ 
ْ بصلح هذا القانون فقط عندما 6 
ولا يصلح هذا القانون عندما 1 < ؟ أو [- > ”, 








و ا 
شر ا د 





2 1 
ا 00 من 


9 7 ١ 000 











24 


... + 4نان.ن + 4ن.0 + لون 


1 > 0.40.4 -دع ., 4ك.ن ده 
- 04 - 0.4 


1- 1 1-01 9 


.عه 8+4 ] حجوة 





4/ ]- دم .ى, 4ن دق 0ش 
1/5 - 4*64/5 - (1/4 +1 )/64 -(1-2)/ه -_5 | 
, ظ 
و ,حك حعرين رد - 2 جب صر 
7 أي العبارات الآئية ضحيحة وأيها خاطنة: 
ال إذا كان * أساس المتتابعة الهندسية <, لا> فان ,لا */ - إلا 
#[© أساس المتتابعة الهندسية <... . 1- . 1 , 1- . 1> فو (1) 
© إذا كانت <... , 1/2- , 2 , 8, 32> متتابعة هندسية فان 8- - 8 ظ 
© إذا كان أساس المتتابعة الهندسية موجبا فان جميع حدودها موجبة. 
© إذا كانت <16 , * , 4 > متتابعة هندسية فان 8- - * 
7ه إذا كانت <... . ,يه . ره + ,8 : ,8 > متتايعة هندسية فان: 
يقاية - يقاره 
([[© إذا كان ...لا 3 - ,لا حد من حدود متتابعة هندسية فان أساسها - 3 
| ##اكتب الحدود الخمسة الاولى لكل من المتتابعات الهندسية الآتية التي فيها : 
© اقعه ‏ . 1/3عم 
© 1/32 عه , 2-م 


1 
© 8- -ه اعمال 


00 ا‎ ١ _-_ 


0 





















© اذا كان مجموع ثلاثة اعداد تؤلف متتابعة هندسية يساوي (70) فإذا ضربنا كل من 
حدها الأول والثالث في (4) وحد ها الثاني في (5) كانت الأعداد الناتجة تؤلف 


جد الحد الثامن من المتتابعة الهندسية <... , 2 
#امتتابعة هندسية حدها الرابع -8- وحدها السابع - 64- فما حدها الأول وما أساسها ؟ 
أدخل 9 أعداد بين 3,906 بحيث تكون مع هذين العددين متتابعة هندسية . 
مجبوع الحدين الاول والثاني من متتابعة هندسية - 32- ومجموع حديها الرابع و 
الخامس - 4- قما حدها السايع ؟ 
© اكتب المتتابعة الهندسية التي مجموع الحدود الستة الاولى منها 504 وأساسها - 2 
(© إذا كان مجموع متتابعة هندسية أساسها -3 هو 728 وحدها الأخير هو 486 جد 
خذها الأول وعدد كدودها . 
© متتابعة هندسية موجبة الحدود حاصل ضرب حدودها الثلاثة الاولى 1/27 ومجموع حدودها 
الثاني والثالث والرابع 13/27 أوجد المتتابعة؟ ثم جد مجموعها الى مالانهاية؟ 
1/9,1/27<00 , 1/3 1> 


)© ثلاثة اعداد مكوئة متتابعة حسابية مجموعها (18) ولو اضيقت الاعداد 1:2:7 ل 
حدودها على الترتيب لتألف من الاعداد الناتجة متتابعة هندسية فما هذه الاعداد ؟ 


متتابعة حسابية فما هذه الأعداد ؟ 





3 #عأمقط6 


القطوع المخروطية 5641505 1م66 


٠‏ نبذة تاريخية 
* مقدمة 

* [3-1] الدائرة 

* [3-2] معادلة الداثرة القياسية 

* [3-2-1] معادلة الدائرة اذا مست احد المحورين أو كليهما 
* [3-2-2] المعادلة العامة للدائرة 


د 
لاس ال كك 
سسن (ز #* 000 



















ان القطوع المخروطية ©) 
نبذة تاريخية: 

في الألفية الثالثة قبل الميائد كان قدماء البابليين والمصريين روادا في الهندسة حيث طوروا 
صيغا لايجاد المساحات وحجوم بعض المجسمات البسيطة وأستخدموا الهندسة لقياس مساحة الارض 
وحساب المثلثات لقياس الزوايا والميل في البناء وكان البابليون يستعملون الهندسة في التنبؤ بمواعيد 
كسوف الشمس وخسوف القمر. وكان المصريون يستخدمون الهندسة في بناءع المعابد وتحديد زوايا 
الافرامات وتحديد مساحة الدائرة بالتقريب. وفي القرن الثالث قبل الميلاد عني الأغريق بدراسة 
الاشكال للسطوح حيث ظهر في العصر اليوناني رياضيون ننوه بثلاثة منهم: 
* أقليدس (283 ق.م) الذي حظي كتابه ||الاصول)) عند العرب بما لم يحظ به مؤلف رياضي آخر 
| حيث تناول في المقالة الثالثة من كتابه عن الدائرة. 
* أرخميدس (أرشميدس) (212 ق-م) كان بالنسية للعرب رائداً في الهندسة المساحية والميكانيكية ٠»‏ | 
| عرفوا قدرا عن قليل من كنبه وخاصة كتاب الدائرة وقياسها حيث في القرن الثالث قبل الميلاد عهم 
هذا العالم الأغريقي طريقة [الاستنفاذ) مستخدما مضلعاً من 96 ضلعاآ لتعريف الدائرة . 
٠‏ أبو للوتيوس (180 ق-م) أتجه هذا العالم نحو القطاعات المخروطية قخدد أشكالها ويبين خواصها | ا 
وعلاقاتها وقد عرف له العرب ذلك واحتفظوا بقدر من مؤلفاته وأهمها كتاب المخروطات يقع في ثمان 
| مشالات , 

وفي العصر الاسلامي كانت عناية الغالم العربي أبن سينا بالكتاب فاقت بكثير عناية غيره 
| فالجزء الهندسي من رياضيات كتاب الشفاء خير دليل على ذلك. 

أما الدور الذي قام به العلماء العرب فهو الذي مهد الأذهان والعقول للادوار التي قام يها البشر 
فيما بعد ومنهم محمد بن محمد بن يحبى البوزجائي ولد سنة 328 ه حيث أستطاع أن يجد حلوا 
تتعلق بالقطع المكافىء الذي مهد لعلماء ورجال القكر العربي أن يتقدموا خطوات بالهندسة التحليلية 
قادتهمم الى علم التفاضل والتكامل الذي يعد أروع ما توصل اليه العقل البشسري والذي سهل عملية 
الأختراعات. : 





/'40 








المقدمة: 
يتولد المخروط الدائري القالم من دوران المثلث © 8 8 القائم الزاوية في 8 دورة كاملة حول 
أحد الضلعين القائمين كمحور لالدوران كما في الشكل (1) 
الآن تأمل المخروط الدائري القائم في الشكل (2) 
النائج من دوران مستقيم حول محور ثابت وبزاوية 
ثابتة بين المستقيم و المحور. سيتولد من هذا الدورات 
مخروط من مولدين يتقاطعان في الراس ()). 
ووسمو نمق" يعون المخروط.ء 66 

يمولد المخروط (محور المخروط الدائري القائم يساوي 
قطعة المستقيده المحددة بالرأس ومركز القاعدة والمولد هو 
قطعة المستقيم المحددة بالرأس واحدى نقط محيط القاعدة) 
وللحصول على القطوع المخروطية (أشكال هندسية) هندسيا 
من قطع المخروط الدائري القائم بمستو ضمن شرط خاصضص 
لكل حانة (ضمن مفهوم الهندسة الأقليدية) فإذا قطع سطح 
6 السديوة الدائري القائم. ا شكل (2) ظ 

اولا: بعستو عمودي على المحور -! ويوازي القاعدة ولا يحتوي على الرأس (©) فأن المقطع يمثل| 

دائرة (1219©) وتكبر هذه الدائرة كلما ابتعدنا عن الرأس والعكس صحيح .كما في الشكل (3) 

تانياً: بمستو مواز لأحد مولداته فأن المقطع يمثل شكلا هندسياً يسمى القطع المكافىء 0013اة:ه5. 

كما في الشكل (4). | ظ 

تالثا: يمستو غير مواز تلقاعدته ولا يوازي أحد مولداته فان المقطع يمثل شكلا هندسيا يسمى بالقطع 

الداقص (58م[ااع). كما في الشكل (5). 

رابعا: بسكو يوازي محوره | ويقطع مولدين من مولدات المخروط الدانزي القائم قأن المقطع يمئل 

شكلاً هندسياً يسمى بالقطع الزائد (هاهداءعمي1ا). كما في الشكل (6) 












تحبا" 





















[3-11] الدائرة (هاء61): 
هي مجموعة النقط في المستوي التي يكون بعدها من نقطة ثابتة تسمى (المركز 7ع1امعء6) 
يساوي مقدارأ ثابتا يسمى [ نصف القطر 5ا381). لذا سنرمز لمركز الدائرة بالرمز(ء! , ) 6 ؛ 
ونرمز لنصف قطر الدائرة بالرمز (1). 
أي أن الدائرة بلغة المجموعات 
!0< م, عد دع وريم ) <- ماعمان 
حيث | لا,ا) م هي نقطة (1514هم) في المستوي (06دام) 


[3-2] معادلة الدائرة القياسية 8اء١‏ 61 5ه تزهةتاأقباوع عتاأةأمعاعقودات 
دافرة مركزها ( 1!1.1) © + ونصف قطرها (/) من الوحدات حيث ( < ؟ والنقطة ( /إ.) م 
نقطة في المستوي الأحداثي فأن : 
م سهام 
الصيغة القياسية لمعادلة الدالرة  ١‏ © - 7( - ي) + ترط - 6)/ لح 





حالة خاصة: 


في حالة الدائرة التي مركزها نقطة الاصل (0 , 0) ونصف قطرها () تصبح الصيغة القياسية 


تس ادقرة ى : 520651 


أمثلة: 





جد معادلة الدائرة التي مركزها (3 , 5) ونصف قطرها (4) وحداث 


1 


من الصيغة القياسية لمعادلة الدائرة 
م د تزه - بن + ترط - يمن 
ته - 3(2 - بخن + 5(2 - 6 ::, 
6 - 3/2 - ين + ترق - ») .. 


ع زات 
ا 
7" 


جد معادلة الدائرة التي مركزها نقطة الاصلونصف قطرها (6) وحدات 
الحل : وحدت 6-, , (6)0,0-(ا رطاء 
مرك غزيا - بون + غزم ين ب 
6- لسر د 36 - تزع - ين + تزوجعم .. 


أوجد مركز ونصف قطر الدائرة التي معادلتها 49 - :(3+لا) + 5(7 -< ) 
الحل : 
بالمقارنة مع المعادلة القياسية م - أاديوجة رطسمم 
(3- , كمه رطرطاء 
وحدات 7 - وول ت, د ول د قا 
لقد تعلمت في الصف الرابع العلمي بعض القوانين منها: 
اولا: قانون البعد (المسافة) بين نقطتين( يلا. ي“«)رم . (رلا , ,),م يعطى بالعلاقة 


*( وح ]84[ > بدالا هايم 


ثانياً: قانون البعد بين المستقيم ا الذي معادلته () - © + /إ8 + >اكم. والنقطة الخارجة عنه 
(رلا.,»#)م ‏ يعطى حسب العلاقة 


ْ ين 
١‏ 4282| 0 


صم ع 
تالفاً: تنصيف قطعة مستقيم ,ا ,م حيث[ رلا.,*) رم , (,لا. “)رم في الممستوي الاحدائي المتعامد 
ويعطى حسب العلاقة 
لآ * إلا 


كن السرم [ماسيس] رم 


نقطة التنصيف 





معادلة الدائرة التي مركزها [3 . 4)ت وتمر بالنقطة ( 1 . 2) ا 
الحل : 


جد 


ار 


*لاين+ :»ديم لسعم 
8- 4عف4ا- 2+2 ]د تر - وإرعترة -مرلادعم .: 
8 ]اد عمسعا: 


المعادلة القياسية للدائرة 8 -:(3 - )+ 4(2 -*) : 
الدائرة التي نهايتي أحد أقطارها النقطتان ( 5 . 4) ,8 , (3 . 2-) ,"8 


(لا. »)ع منتصفا | رمرم 

1 » 4-22 )» 2 / زرف + 4 > قازي» جك > ادل 
4 > 8/2 > 2 /ررة + 5) - 2 /زيلا خ ,لا )> را 
لك 1اعث 


كاتمب 110 - 1 + ولد 12 + :3 | - دره - 5) + 12 - 4 لاذه رمدم 


القن )1 لدع ::., 


0 - خره - بن + 1 - »م 


|١١07‏ ملاحظة: طريقة ثانية في أيجاد معادلة الدائرة عن طريق استخدام الفاعدة التالية: 
اذا كانث|رلا , ,*) ,م . (رلا , ,*) يم هي احداثيات لهايتي قطر فيها فان. معادلة الدائرة هي: 
> لاا + رانك + زولا لا لاح زوك +« يد ل توج تير 





0 > (3) ر5) +(2 -) 4 + ز3 + 5) نا - رز( -]+4) ع -ابرو+تي 
0 - 15 + 8- ير 8- (2) > - تيرج تم 
+8190 - ياج - الريصر 
لاحظ المعادلة القياسية في الحل الاول للمثال. 
شي 0 - *ر4ك - بز + ث1 - >) 
وبتبسيط المعادلة 0 - 7 جع بوق8 ير 2 عاتن بد ةي اس 


جد معادلة الدائرة الثي مركزها نقطة الأصل وثتمس المستقيم 0 - 15 - يرك - 3*2 


الحل  :‏ اكفحا _ 151 -(40)0)-00) لقلا _ اكلا ح يلاك 3*7 دق 
#ره- + 32]| 
عالمن 4-15/5-3 
قالهنا لسع 5 هن 


9 د قي يع كيل 


[3-2-1] معادلة الدائرة اذا مست أحد المحورين أو كليهما. 


اذا مسث الدائرة التي مركزها( »!. ) #ونصف قطرها () 

) , 0( محور السيئات فأن | > | - ؟ وثقطة التماس هي‎ ٠ 

)0, ( محور الصادات فأن | | -6 ونقطة التماس هي‎ ٠ 

« المحوزين الأحداثيين فأن || - || - 6 ونقطتا التماس هما (كا , 0) . (0 , 5) 




















فاذا الدائرة تمص المحورين وتقع في 
اولاً: الربع الأول يكون مركزها (» , +) 
ثانيأء الربع الثاني يكون مركزها (+ , *-) 
ثالثا: الربع الثالث يكون مركزها (+- . +-) 
رابعاً: الربع الرابغع ويكون مركزها (7- , ) 





0 

جد معادلة الدائرة التي تمس المحور السيني ومركزها (2 , 3) 

الحل : يما أن الدائرة تمس المحور السيني 
أأضن 2 - (م| - كاز > , .:. 
ترك ترز - برع *زط - #6 
4 - 2ر2 - بن + :رز - ع 

وبتبسيط المعادلة نحصل على 

المغادلة العافنة ‏ 0 - 9 ع ياك - يز - تيز + تيو يد 


| ممكن ايجاد معادلة الدائرة التي تمس ال عي لبد 
52-0 +63 م - - ا 30 
حيث يكوك افعل حصب هذه ققااع :1 اللمشل الأول 

0 - *(3) + (نز2) 2 - (32) 2 - تبن + ةي 
للمعادلة. 0 - 9 ير 4ك - يع ثم د تين + تير جه 









جد معادلة الدائرة التي تمس المحور الصادي ومركزها ( 1-. 4) 
الحل : بما أن الدائرة تمس المحور الصادي 

قألأصب ‏ ك > إلهز| > إاظا| > , 1 

تم - تزهز - يوم + خزط - م ,*, 

المعادلة القياسية 16 - 1(2 + ي) + *إك - *) .'. 

بالتبسيظ ‏ 0 - 1 + بل + جه - تبر ع قه 0 









ممكن ايجاد معادلة الدائرة التي تمس المحور الصادي بطريقة اشرى حسب القاعدة. 
0 -*ا دير 2 - »رط 2 - دين + تي 









0 --خظا + برعاي - »علطتي حاتي اير 
0 - *(1-) + بإزل) 2 سعار4) 2 - تررج ثم 
المغادلاة 0 - ] +:2 ديرق - تيز + تير 








<:802» 
جد معادلة الدقرة التي تمس.المحورين الأخدايين ومزكذها ( -, أ4) 

الحل : يما أن الدائرة تمس المحورين 

إءا| - [طل دع ٠.‏ | 

كاآسربت 4ك - إ4ى- ]| > إكم - م ' 

قاللت 4< م 10 

7 المعادلة القباسية ‏ 16 - 7ك + ل«ز) + ترك -<) ... 

0 المعادلة العامة 0 --16 لاير8 +دعرق8 - تينو ب تير ' 















ممكن أيجاد معادلة الدائرة بطريقة اخرى بتطبيق القاعدة في الملاحظة (1) او (2) حيث 
تحصضيل عل . المعادلة 





0 »> 16 جيز (4-) 2 -عرز4) 2 - ترم تعر | 
0 - 16+ يرق + جر - شيو م تير 
جد معادلة الدائرة النى تمس المحورين وتقع في الربع الثالث ونصف قطرها 5 وحدات 
الحل : 





بما أن الدائرة تمس المحورين وتقع في الربع الثالث 
(ك- , ق) عد زد رع 6ب 


المعادلة القياسية 5 - 52 ع ين دترز5 +ع .:. 
وبالتبسيط 0 - 25 + بز 10 + *« 10 + يز + *هز هس 
0-2 


47 - 5 


ملاحظة: 


ممكن حل المثال بطريقة اخرى بتطبيق المعادلة حيث يكون الحل 


40102 


10 2 0 + بز ا 2 - جز 2 - ين + تير 
(ارط)درة-., ويج 

0 - 25 +2 رك-) 2 - هزق-) 2 - تزه 0 
) - 25 + :11 + »10 + تين + تيراى 


جد معادلة الدائرة آلمارة بالنقطة (1 , 2)م. وتمس المعورين الاحدائيين. 


الحل: 


بما أن الدائرة تمس المحورين الأحداثيين 
كلل > إطل ععن, 
2 دح زا - عنم د قزطا عم نر 


.م - م في معادلة[1) 

م ع ترم - بن) + :2زم - مغ + 
(2+1 )5 تحقق معادلة الدائرة 

ا ورا كا 
الح الاك اكاك لانم 


5-0 عمج معطو 
0 -(1 -(6) ر5 -م) 
ا دم 0 5 -<م جم 
 5(‏ 5) 6+ 5 رار 
المغادلة  )1(‏ 25 -2إ(5 -2ز) + :(5 -<) ,', 
(11) 0 ه 1 دم اءتق 
المعادلة (2) 1 -2إ1 - ين + :(1 -<).: 





[3-2-2] المعادلة العامة للدائرة 8اع١أ©‏ 5ه ذنهأقبان6 اقععدمع 6 
معادلة الدائرة بصورتها العامة نائجة من تبسيط المعادلة القياسية 


- توا - بح + ترط - ام 

0 عتم - تيا + برعا 2 - يز + 3ط + ير ا 2 نير به 

تصيح المعادلة ‏ () - © + يازا 2 - #ا طن - :*يخو + يز 

اذا فرضنا ‏ ا - - 8 . 221 - دقثر 

لم انه + دل عد يا 

تصبح معادلة الدائرة بالصورة 0 ع 0 + يبرم + بيراثر + تينو + تير 


أي أن 2/شد عط , 2/ه- دك , 0<دهع- + تطد, 





أ من المعادلة العامة للدائرة نلاحظ أن 
* معادلة من الدرجة الثائية للمتغيرين * , لا 

* معامل “ا > مغامل 3لا ((الافضل ان يكون 1)) 
* المعادلة خالية من الحد لا « 


*0 <+ لي أن 0 < (ك - 2 + تط)ل١‏ 








(سواق» 


اي المعادلات الآتية يمثل معادلة دائرة: 


0 --9 - 60 + » 2 - تسر + © 

0 -19-:91م +ع 2 - :30 - 2 3 © 

0 --19 -0 6 +« 2 - برع 5 - :سن + »م 

0 - 19 +يز6 +» 2 - :ير + »م 

الحل : 0 -19 -0 6 + + 2 - :+ عي 

© لا تمثل معادلة دائرة لأنها معادلة من الدرجة الثالثة 
© لا تمثل معادلة الدائرة لان معامل 2* + معامل”لا 

0 لا تمثل معادلة الدائرة لانها تحتوي على.الحد لا <. 









ل تمثل معادلة الدائرة حيث 
9ع 0 3--ع2زم--ه» 1د نا-5 
8 ودلاء 1+49-19ل]ا- ع-تزا ملاسم 
لا تمثل معادلة الدائرة ,'. 
تمثل معادلة دائرة حيث: 
19- عه اى ا قوع ]6 ا [عسدة 


 - 29 <0‏ 19 + هو + ]هل - ع- تتيابتم |لسم : 


1 جد أحداثيات مركز ونصف قطر الدائرة 0 - 6 + /ز8 - 12 + 292 + تيرم 
الحل : 
نجعل معامل “* - معامل 2لا - 1 
[0 -- 5 + يرق - ع2 1 تيرج + لدف 
0 - 3 + إلى - يرع + ديز + تيو يد 
(4/2 , 6/2- ) © - (2ه- , تإهد) ه .'. 
المزكقز ‏ (2 ,:23<) 6 .:. 


0 4-3و+ولد- 3-ترة +تروع ]دع عسمريمم رسن 


115انا 10 له 


أكتب المعادلة العامة للدائرة التي مركزها( 3- . 1) © . 2 - ؟ وحدات 


عن ا ال 


4- تزه ,)+ ”1 >) 


قبسي العايتة 
4- و+ برع + 2 رن + 1+ بر2 - 2 عر 


المعادلة العلمة + 7 59 
6ع برقع عرض - ” يرل دير 











جد معادلة الدائرة التي تمر بالنقطتين( 2- . 6,)1 . (3- . 6.)4 ويقع مركزها على محور 
الصادات ‏ 
الحل : 













يما ان الدائرة يقع مركزها على محور الصادات 
لكا ؛ 00) © ب 





وبتريع الطرفين ‏ 3(2 + 6) + 1]16- *(2 +6) + 11 
بالتبسيط +(3 + ا) +6 1 - 273 + غا) +1 

9 + عام + كا + 16 - 4 + يرق + 2ع + [1لث 

10---20/2- - ها جد 20- ع ياد جد | 


© )0 , -10( 1 

| عالمن ‏ 65]اء- 10+2(23-/+1]دعمه 

7 5 - 103 + 7 + 3ه ىن 
لذ 


(-0» 
جد معادلة الدائرة التي تمر بالنقط ( 0 , 0) ,6 , (0 , 2) يط , (1- , 3) بم 
الحل : 
معادلة الدائرة العامة (1) 3ج عابر8 + عرق ع تير ع تير 
تحقق المعادئة (1) (0.0) ,8 
0 دع + (8)0 + زليه + 02 + 02 جه 
(2)أن....... 0 دج جه 
تحقق المعادلة )1) (0 , 2) دم 
من معادلة (2) (0 -<-ع) ‏ 0 -0 +(8/0 + ث2 + :ز0) +4 | 
(03..... 2-2 4ه اج 4ه هج بد 
تحقق المعادلة (1) (1- , 3) ,م 
(4)..... 60-عءع+ (1-) 8 ع هقخ + :(1-) +32 هب 
نعوض 2- - لك , 0 - ع في معادلة (4) 
0 - 0 + 8 - (2-) 3 + 10 + 
4 - 8 جه 8-0 -4 جه 0د 8 - 10-6 ه 
المعادلة ‏ 0 - لإك + <ازت - 2ب + تيا 


ىا" 


سد 51 


جد معادلة الدائرة التي تمر بالنقطتين( 1 . 2) ,8 . (1 . 1-) .م ويقع مركزها على المستقيم 
الذي معادلته 0 - 5 - يرك - ير 
الحل : 


المعادلة العامة للدائرة 0 -» + /ز8 + عرش + :بن + 7» 
تحقق المعادلة العامة (1 . 2) ,م 

0 - جع 8 + هقلق + [ +4 ه 

0 دع + 8 اقرخ + 5 ه 

(1.1-)يم 

اع تا + 8 + ثر - 2 هس 

من معادلة (1) و  )2(‏ 6-0 +8+ه5+28 به 


() - غااع 8 جع يقر عد 2 + 
0 - هه 3 + 3 
1--ه8 ج 3/3--ثم8 جه 3--ثم38 هس 
مركز الدائرة ‏ (8/2- , 2به-) © .'. 
مركز الدائرة يحقق معادلة المستقيم 0 - 5- لاك - 2*8 
0ع 5 - 28 + ق- 2 
نعوض(3) في (4) نحصل على 2 - 8 جد 4ا- 28 ج 0 35-0 - 28 +1 ه 
نعوض في معادلة  )1(‏ 8-2 , 1--ش.:. 
5--تج ج 0خ +2 +22 58 جه 0 ج +2 +(])2 +5 ج>ج 
المعادلة 5-0 -210 + #ا- :يخ + تي» 


بالطرج 














0 


رك م عدن 3-1 بج سس 


0© بين أي من المعادلات الأتية تمثل معادلة دائرة . 





30-0 + برد - نرج + تعر 69 
2 - يبرم - يدك + تبرج تعد © 
1 - يددج + تبر + تم © 

() - تن تعد © 

»- - بر 69 












© جد معادلة الدائرة في كل حالة من الحالات الآتية : 
١‏ © مركزها( 2-.6)3 ونصف قطرها 5 وحدات 

| #© مركزها نقطة الاصل وتمر بالنقطة( 4.3-)م 

© مركزها( 5 ,1-)© وتمر بالنقطة( 3 , 4/م 





| 9 جد معادلة الدائرة التي نهايتي قطر فيها(3-. 2),م ,( 1 , 4),رم بثلاثة طرق مختلقة . 
و © جد أحداثيات المركز ونصف قطر الدوائر الآثية : - 








6 - 2( ه-ي) + ركه © 
- :1 © 
0 - برج عد + تير + 22 © 





#9 جد معادلة الدائرة التي تمس المستقيم 4-لا ومركزها ( 3- ١‏ 2- ]© 
جد معادلة الدائرة التي تمس المحورين الاحداثيين وتمس المستقيم 6-/ا 
ا( جد معادلة الدائرة التي تمر بالنقطة (6 , 3-) وتمس المخورين الاحداثيين 
جد معادلة الدائرة التي تضف قطرها 5 وحدات و تمس المحورين الاحداثيين والواقعة ؛- 
أولا : في الربع الثاني 
ثانيا : في الربغ الرابغ 
ثالثا : في الربع الاول 
© اكتب المعادلة العامة للدائرة التي مركزها ( 3- , 2 ) عونصف قطرها 4 وحدات . 
9[ جد معادئة الدائرة التي تمر بالنقطتين (1-.6,)3 :(5.1)ر6 ويقع مركزها على محور السينات 
9 جد معادلة الدائرة التي تمر بالنقاط (0 , 1 )رم.( 1 ؛ 0 )ره, ( 4 . 3 ) بص . 


دق" 


0) 


:- الفصلالرابع © 
4 :1م0113 


الدوال الدائرية عورن زاع مب عوادءءاع 


* [4-1] نبذة تأريخية . 

. التطبيق اللآف‎ ]4-2[ ٠ 

* [4-3] دالة الظل . 

* [4-4] دوال دائرية اخرى . 

* [4-4-1] تعريف . 

+ [4-4-2] تعريقف : 

[44-3] ريف :. 

. العلاقات بين الدوال الدائرية‎ ]4-5[ ٠» 

* [4-6] استخدام الحاسية . 

* [4-7] الزوايا المنتسبة . 

* [4-8] قيم الدوال الدائرية للزاوية التي قياسها ( 8- ) : 
* [4-9] الدوال الدائرية لمجموع أو فرق قياسي زاويتين . 
* [4-10] المعادلات المثلثية . 

* [4-11] رسم منكنيات الدوال المثلثية . 


















ات الفضل الرايع 2 ©) 
الدوال الدائرية 115و تأاع رب تقابء أن 


[4-1] نبذة تاريخية : 
عرف هذا العلم عند العرب بعلم الانساب وذلك لاستفادة من الأوجه المختلفة الناشئة من النسبة بين 
اطوال اضلاع المثلث ؛ واليهم يعود الفضل في جعله علماً منظماً له قوانينه الخاصة ومستقلا عن الفلك | 
الذي أعتبره اليونانيون علمأ مساعداً لاعمالهم الفلكية . 
وقد اضاف العرب اضافات هامة ودرسوا هذا العلم دراسة مفتازة عن الامم التي سبقتهم وبذلك 
اعتير هذا العلم عرييا . 
| استعمل العرب النسبة المثلثية بدلا من الاصطلاح ( وتر ضعف القوس ) الذي إستعمله اليونانيون | 
| وبذلك سهلوا الأعمال الرياضية وهم أول من أدخل ( المماس - الظل ) في اعداد النسب المثلثية : 
| وكذلك ظل التمام . 
ان العالم العربي ( أبو الوفاء البوزجائي ) في القرن العاشر الميلادي هو الذي أدخل هذا الاصطلاح 
على أنه ماخوذ من ظلال الاجسام التي تتكون نتيجة سير الاشعة الضوئية المنبعثة من الشمس في 
خطوط مستقيمة . 
وقد توصل العرب الى استخراج القواعد المتعلقة بالمثلثات الكروية القائمة وحل المسائل المتعلقة 
| بالمثلثات الكروية المائلة وكذلك مساحات المثلثات الكروية ٠‏ واوجدوا الجداول الرياضية للجيب 
| والظل والقاطع التمام واستعملوا طرقاً متنوعة لحساب هذه الجداول ٠‏ ووضعوا معادلات واشكالاً لحل 
وألف جابر بن الأفلح المتوفي في قرطبة في منتصف القرن الثاني عشر للميلاد موسوعة من كتب 
| في الفلك أولها في غلم المثلثات الكروية . 
ويعتير البتاني ( أبو عبد الله ين جاير بن سنان ) المتوفي سنة 929 م من العلماء الذين ساعدوا 
على أن يصبح المثلئات علماً مستقلا كذلك نبغ ( ابن يونس المصري ( 1009 م )) في علم المثلئات 
وتوصل الى المتطابقة : 











/ ا-«] 1ع ط +إنا+») ماد ل - يز كمع عا راك5 








[4-2] التطبيق اللاف 0أدرمة22 ومأعمأاس مط؟آ 
ان التطبيق الذي يقرن اي عدد حقيقي بنقطة من دائرة الوح دة (هاء1© 4أهلا)( أو بزاوية 
موجهة بالوضع القياسي ) يسمى التطبيق اللاف . 
وكما سيق أن تعلمت في الصف الرابع العلمي إنه لو كانت لدينا زاوية موجهة في وضع قياسي 
مرسومة في دائرة الوحدة فأن لهذه الزاوية نقطة مثلثية واحدة وواحدة فقط . 
ففي الشكل (4-1) النقطة المثلثية للزاوية 808 هي وهي تقاطع الضلع النهائي للزاوية مع دائرة 
الورهدة 
".' 8 تقع على الجزع الموجب من محور السينات 
[ - , 08 -ء (ز حيث 6 نصف قطر داترة الوحدة ) 
(1,0)ع-ه : 


وفي الشكل (4-2) النقطة المثلثية للزاوية 600 هي 0 وهي نقطة تقاطع الضلع النهائي للزاوية 
مع دائرة الوحدة نا 

.. 6 تقع على الجزع الموجب من معور الصادات 

(0,1) «ه ا ىن 


55 الشكل (4-2) 
وفي الشكل (4-3) النقطة المثلثية للزاوية 1161 هي | وهي تقاطع الضلع النهائي للزاوية مع دائرة 
الوحدة 


(1:0-)-غا..* 





وبالمثل في الشكل (4-4) النقطة المثلثية للزاوية 1010 هي 
(1-,م - 8ه ٠١‏ 


وفي الشكل (4-5) النقطة المثلثية للزاوية [7101 هي !1 حيث 
(.») - لم 


الشكل (4-5) 
فاذا كانت 5 عددأ حقيقياً . وكانث ( لإ,) - 20 النقطة الواقعة على دائرة الوحدة النوافققئفة 
للعدد 6 فآن العدد < هو 6 605186 ويرمز لة 8 605 حيث 6 قياس الزاوية الموجهة بالوضمع 
القياسي الذي يمر ضلعها النهائي من ١!‏ 
اما العدد لاهو 8 58158 ويرمز له 8 515 حيث 0 قياس الزاوية الموجهة بالوضع القياسي الذي ١|‏ 
يمر ضلعها النهائي من لة ا 
و بهذا تكون قد عرفنا دالتين مجال كل منهما © ( مجموعة الاعداد الحقيقية )و المجال المقابل لكل | | 
عنهما [1.1-] وذلك لانه مهما يكن 1 6-2 فان 
1 >8 ذمهة 15- 
و1 > 8 5ه 2 [- 





حا 


الجيب (©519) دالة مجالها 1 ومجالها المقابل [1.1-] بحيث : 
> 8 ولع ؛ هاء 8 97 
حيث لا الاحدائي الصادي للنقطة المثلئية . 
جيب تمام (51158مع) دالة مجالها 18 ومجاللها المقابل [1.1-] بحيث + 
د 8 همع : فاع 9286 
حيث < الاحداثي السيني للنقطة المثلثية . 


القياس الرئيس للزاوية : 
ان أي زاوية موجية بالوضع القياسي تقترن بمجموعة غير منتهية من الاعداد يدعى كل منها قياسآ 
لهذه انزاوبة . وقد جرت العادة على اعتبار القياس الدائري الذي يحقق العلاقة : 
1 22 8 دن 
| أو القياس الستيني الذي يحقق العلاقة : 
"360 8 2 0 
أوهو القياس الرئيس للزاوية. ' 
أواضح أن هذا القياس وحيد + وأن بقية القياسات تننج باضافة (2111 ) حيث (1) عدد صحيح : الى 


القياس الرئيس 6 حيث إع +2111 - 0916م 


اوجد القياس الرئيس لكل من الزونيا الآثية : 
11 8.75 زة 
6ط 


11 811+0.75 -1]1 8.75 زه 
: لكن لك -11 0.75 
.”. القياس الرئيس للزاوية التي قياسها ( 8.7511 ) هو (2-211- ) 


7 





7 
* اق - 656 زط 
4 22 ) 


11 21 - 
11+11 20 - 
,'. القياس الرئيس للزاوية هو 11 - 3.14 


711/2-) هاه 
الكل : 
2 +]آ1 4- - 2/ 11 7- 
.. القياس الرئيس للزاوية 2 / 711- هو 11/2 
2 11 هلع > (( هم 711-) هله .. 
1 - 
[الأحدائي الصادي للتقطة المثلثية (0.1 ) ) 


الشكل (4-6) 


.د تر ام تمارين (4-1) سر 


ل جد القياسات الرئيسة لكل من الزاويا التي فياساتها الآتية : 


ا سكل © 11 ١6921‏ 


[3 جد الاعداد الحقبقية الآنية : 


411 دده © 116 19 دمء © 0002 0 





[4-3] دائة الظل (4معومةة ) : 
يمكن أن نحصل على هذه الدالة من دائرة الوحدة ؛ وذلك لو وضعنا مستقيما مدرجا على جميع 


الاعداد الحقيقية بحيث يكون مماسأً للدائرة عند (1:0) لهل 


الشكل [4-7) 
([ لذحظ الشكل (4-7)) وبشرط أن يكون العدد صفر همنطبقاً على هك فان نقطة تقاطع الضلع النهائي 
للزاوية 6 مع هذا الخط يمثل6 130 , 


م : 


دائة انظل ؛ مها 
+ 5 جزنلقع قومع , قاع :6 دما 
8 كمهت /8 ملى - 8 كه 


نلاحظ ان دالة الظل( 430 ) هي الدلة الناتجة من 56مء/ 6 15ه 


ملاحظات : 
© لل >8 >0 فن ادراوية 6 تقع في الربع الاول وتكون النقطة المثلثية (ل.») . اي 
0< 6 هأ5ة .0< 6 5مت الاحظ الشكل (5-8) 

١١١١|(8اذاكتت‏ 11 > 8 > لك فان الزلوية 6 تقع في الربع الثنى وتعون النقطة المثلثية 


|| (لا.<-) اي ان 0< 8 ماد ,0 > 8 ومع 





7# 


لاحظ الشكل (4-9) 


(69 اذا كانت للك > 8 > 11 فان الزاوية © تقع في الريع الثالث وتكون النقطة 
المثلتية للزاوية 8 هي ( /[-.*-) 2 وبهذا يكون : 

0> 8 ومع , 0 > 8 35أك بالتاني فأن 0 < 8 35 

كما في الشكل (4-110) 


الشكل (4-10) 


(63 اذا عانت 211 > 6 > لله فأن الزاوية 6 تقع في الربع الرابع وتكون النقطة المثلثية 
للزاوية هي(لا-,* ) وبهذا يكون: . 

0< 6 ذمع 0 2 8 5105 وبالتائي فأن () > 8 630 

كما في الشكل (4-11) 


ويمكن وضع ماتقدم في الجدول الآتي : 


جدول اشارات الدوال المثلثية في الارباع 





(#التكن » دائرة الوحدة في الشكل (4-12) 
8 هي النقطة المثلثية للزاوية 6 احدائياً 8 هي : ( 8 ماد , 6 ومع) 
نلاحظ أن 08-1 حم 

6 ماة - الا8 

8عتى, ق عمء) 

8 ومع - اإزنة 1 ١‏ 
وبما ان المثلث 01158 قائم الزاوية في 1/1 : 
حسب مبرهنة فيثاغورس نستنتج إن : 
1 - 2[ 8 منه + 7( 8 دمع | 
ملاحظة : نكتب عادة 8 192ع بدلاً من 2[ 8ماد ] الشكل (4-12) 

وكذلك 528هع بدلاً من 7[ 8 2655 ] 

وبالمثل نكتب 5136 بدلاً من *[ 6 516 ] وهكذا 
اي ان القاعدة السابقة يمكن ان تكتب : 


جد 13 511 ققا 
الحل : 2 الزاوية 3/ 511 - © تنتهي في الربع الرابع فنجد من المثلث 0141© أن : 


13 - ع وال ا 





اذا كانت 6 هو قياس الزاوية الموجهة بالوضع القياسي وكان تب - 8 830 


فاوجد قيمة 6 5ه©6 , 806 علما ان ضلع الزاوية النهاني الني قياسها 6 يفع في الربع 
الثاني . 
الحل : 


1[ - 8 تدمع ق تدلو 

+ 1< ظمتعمع د 9/25 
15 ] - 6< ومن 

5 / 16 ع 
5 - 0 مه .'. 
ويما ان 8 تقع في الربع الثاني 
0 > 8 قمع ن 
5ل- - 58مه .'. 
6 5مع/ 8 مله - 8 وها ' ' 
3 


5 ظ ' 
8 مها '. 
2 
5 
4-- 





اح ور ,م عرين ده جوت صر 


([آ) اوجد *: 515 , * 55ت , * 4308 اذا علمث ان الضلع النهائي للزاوية (*) الموجهة في الوضع 
القياسي يقطع دائرة الوحدة في النقط المثلثية الآتية : 
كك .تا -) © 
3 3 


2 06 .- 0.8| 


3 جد ها يأتي : 
| 06 1م 1-) و0 8 | 3011) ماع له 
01 3) 5 689 3 أدد © 
)جد قيمة ما يأني. : 
16 “صلة - 1/5[ *5قمه 00 3 تضمع + 3 2ومزأع 1 


عللن ووو ملك موق علقت ينوم + لل ومه لل ١ه‏ #9 
5 3 5 3 7 1 





[4-4] دوال دائرية اخرى : 

عرفنا في البنود السابقة الدوال الدائرية : 5أ5 . 665 , 131 
وباستخدام هذه الدوال يمكثنا ان نعرف دوال اخرى وذلك كما يأتي : 

[ ,الدالة 1309811ه» ( ظل تمام ) ويرمز لها 01© وهي الدإلة الناتجة من مقلوب الدالة ( الظل ) 
كلها . 

اني أن : * لقا / 1 - كا امع 


أك/ *ا كوج - 


تعريف [4-4-1] 


5 +03 ع 8 صلأى هع 5: 8):دأمك 
8 ملسه/6ة ذ5مع - 8 امع 


اي أن الدالة 4م» تعرف لكل الاعداد الحقيقية بشرط (0* 8 15أ3). 


2 دالة 5663014 (قاطغ) ويرمز لها ©6كوهي الدالة النائجة من مقلوب الدالة (605) 
اي ان * دمع ]/ 1 ع عمو 
وهي تعرف لكل الاعدك الحشيقية * يشرط (0 »ا 5مع) بعبارة اخرى 


تعريف[4-4-2] 
ع5 
. 8 0123 ع 6 من , لاع 6+6 بمهمه 


8 كمع 1 - © ععمو 





3 الدئلة 2058631114 (القاطع التمام) ويرمز لها 656 وهي الدالة الناتجة من مقلوب الدالة (515) 
أي ان * كلاذ[ > 2< عدت 
وهي تعرف لكل الاعداد الحقيقية « بشرط ( 0 *« 5[أك ) 
تعريف4-4-31[1] 
دالة قاطع التمام ‏ 56ج 
١‏ , 8ج ل 0 2 6 هأى رداغ ق : 86إوععوع 
8 مله /1 - 86 عوع 


ٌ ظ 
لذاعكن ع 1[ * # » 117 وكان 5/13 - * 5315 فجد كلا من : 


مهعم , )3 عقه , عا أمت , غلا ذزها , عد قوع 


الحل : 
1 - * *ومت + » “وله :' 
+ 1- ع تووةء (5/13) ٠.‏ 
9 ]1 - « تووع 
1659 144 - # * ووج ج 
3 12غ - بر ومن جه 


> > > سل في تهاتق في قريع فلتي 


(ا »> عا عمع :, 

6053 -- 3 

*« 605 أ ع مأك د يد وها '.' 
5 


1 د ها ااه ؛ ', 
13 

2 --: ها .'., 

5 - د ناامع ل 

2- - برومم/ 1[ - برهوو 

5 13 - ذا قلق 1[ - ورا عوع 





[4-5]العلاقات بين الدوال الدائرية : 


المتطابقة الفيثاغورية ) 


8 عع 9 1[ ع دعر دؤزوج + ين ونه 689 
2 11 (1جم2) ع« ,9 , ع تممه - 1ل ع توذا 69 


حيث 1 آى عدد صحيمح 
511 عنة ,6 , وا تمقع - يز تزوع 1١‏ © 


حيث 7 أي عدد صحيح 


#القد سبق برهنتها في البنود السابقة . 
اذا كان * اي عدد حقيقي ما عدا المضاعفات الفردية ل (11/2) والتي تجعل 


(0+ *« 5هه ) فائنا نقسم طرفي المتطابقة (1) على * 52مع لنحصل على : 
+ “(» 5مع / 1) - (ك 605 | < 5ه6) + *إك“ا 605 << مآ5) 


25+11112) عع« , *« وال عد تممه - 1+ ع تمه 


55ت ( ع الى ع )1 11زقا 


5862 دوع قوع 1 


© وبالطريقة السابقة نفسها اذا كان 011+ حيث 0 عدد صحيج : يمكن قسمة طرفي المتطابقة 
[1) على * 5102 فتحصل على : 


د خُ(ْ * مأك / 1) - زلا مأك / <ا جمع) + “زلا ملع / * مأى) 


011 عع , > ثبل عر تعوج دعر نالوج +1 





اثبت صحة المتطابقة الآتبة : 
2 05خ * , 9 , دمو عر تممه ع اير تهون + ير تعمق 
حيث ]١‏ عدد صحيح 
الاثبات : الطرف الآيسير 
>« مله ] + ع جمع/] دير 2 موع بيرزتعووع 


+« ومع ععةواوار_ 
2م[ى +2 جوع 
* 5154 <* 5هع ( [ ع 
* خمائ/] . *ة كمع /1 عه 
تعوع عر تعهو د 


الطرف الايمن " 


<مندا» انيت صحة المتطايقة الآنية : 


51112 3 


الآثبات : للطرف الابسر 


[+ »ع اماك دير #ومع 3 
000 





« #همع + جز تومج 3 2 (* خملكد -[)+ »ع *كمك 3 2 
و 3ورا5 51132 


الطرف الايمن 0 0 0 الاش سا8 3# 


+ 32م 


حت ورك مسرن زد خا سر 


#اذاكان ررح > > > لد وكان 2/3 - + همه قجد قيمة كل من : 
1مه , غ2 مع5 , لا قة 
اذا كان لله > * > [آوكان 7/3 - * 180 فجد قيمة كل من : 
آأقهت , غز ا قعق5 , غز قوع 
© ائبت صحة المتطابقات الآنية : 


566 جع راك - ا لز ١‏ 


*« “ومع + عن 2ورلو - ع تعوه © 
+ 1-5187 


1<( » م3 +1 )ل غوء- 1 ) © 


1 5 ين 
عد كمع روز د ل # 1-6557 َه 
1 


« تورزاى - هز وزاك 11 3 أ 
* ضوع | 


311+ < ورمع د 





١ 


[4-6] استخدام الحاسبة 
لقد سبق ان تعلمت استخدام الحاسبة لايجاد قيم الدوال 
. 605 , 130 مياشرة لأية زاوية والأن نتعلم استخدام 
الحاسبة لايجاد قيم للدوال ؛. 6061 , 566 , 656 مباشرة لأية 
زاوية . مع ملاحظة نظام الزاوية (5) 8 2 ) درجات او 
(0 .8 ؟) نصف قطري 


2 ستل 8]» جد 517 86ت باستخدام الآت الحاسبة 


افتجد كما هر سابقًا "اك منة اي تضغط على 

المقاتيح بالترتيب التالي من اليسار الى اليمين . [ْ 

5 نيلك‎ ١ 
)0.7771459 أفيظهر على الشاشة‎ 

أوهذا يعطى ‏ 0.7771459 ع 5195 مات 

| ثم نضغط على المفاتيح بالترتيب التالي من اليسار الى اليمين . 

| فيظهر على الشاشة ‏ 1.2867597 والذي يساوي 510 ع5ه.(مقلوب 515 ) 

| ملاحظة : هناك حاسبات موجودة عليها مفتاح /الاا بدلا من 2007 

<منن/4#9 جد 323 أمع , 220 “35 عوك 2 22 -335عوع 

الحل : 

| 39 نحول الدقائق الى كسر عشري من الدرجات بالضغط على المفاتيح بالترتيب التالي من اليسار 


5 هعارد 


فيظهر على الشاشة للعدد 3666666.() 

2 ثم تكمل كتابة فيان 9 بالضغط علي المفاتيح 
يظهر على الشاشة العدد لعا لقالث 

نجد قيمة 1830 بالضغط على مفتاح 480 فيظهر على الشاشة العدد : 
101 )0 


70 



















همأ ةابيرعاوء ودأولا 















© نجد مقلوب الدائة 186 تلنحصل على 501 بالضغط على المفائيح : 
يظهر على الشاشة العدد 

56 - 22 355 اوج 

وبالاسلوب نفسه اكمل حل المثال لايجاد كل من 22 359 5686 . 22 359 ع5 


[4-7] الزاوية الفتستي 
اي 2-2 0ك 0000 
: اذا كان 68 قياس لزلوية حادة فأي زاوية قياسها على الصورة( 8 +2 905 * 8 )+ حبث 0 عدد ( 

1 ا 


0 شح ]| قر مراتت ) تسطى زلوية فلتعنية الزودة الحادع لذن لاوا 5 / 










ب ا اا ل ا ا ل عا ش 
“| فمثلا : الزاوية التي قياسها 1502 /تننسية لنزاوية الحادة (305) : ٠‏ 
/ (*30 - 05و»2) - زه150 ) اخ 
| والزاوية “2401 منتسبة للزاوية 6005 لأن : 1 
ا | *60 + 00و 2/ - (2405 ) ظ 


والزاوية ”3000 منتسبة للزاوية 607 لأن : 
( 60 - دلو»عق4م - رعون3) 
والزاوية 307- هي زاوية منتسبة للزاوية 307 لأن : ظ 
( "30 - *دلوعن) - رزعوون 
واستناداً الى التعريف السايق فانه اذا كانت 8 قياس زاوية حادة فأن الزوايا التي قياساتها : 
ع( 8 +3605) (١‏ 8 -3605) ؛ (1809+6) . ( 6 حدلم18) | 
(8 - م (8 +م)ء (8 +ثوف ؛ (8 -كووم 
( 270-5+8):( 8 --270 ) . هي زوايا منتسبة للزاوية 6 . 
(305- 2705 - عن24 أو ( “مم6 1805) - 2405 
(“45+ 905) - 1355 أو ( *5ك - 1805) - :135 
5 30 + *270) -5 300 او 5 ون - * 360) - * 300 
(© 60 + 5 270) -* 330 و (5 30 - * 360) - 5 330 
ملاحظة: اذا كان قياس الزاوية اكبر من 3605 (اي اكبر من 211) نبدأ يطرح 3605 أو مضاعفاتها 


لي 


(او طرح 211 أو مضاعفاتها اذا كانث بالقياس الدائري) ليصبح القياس رئيسيأ أي يصبح قياس 


(منز6[» حد 1205 519 , 120 58ج نون استخدام الآلة الحاسية. 
الحل: 
جه 
(لان الزاوية 808 التي قياسها - “120 تقع في الربع الثاني. (لاحظ الشكل 4-13) 
اذ أن: (*120 هأة , 1205همع) 8 - زبر, )8 
ولكن 8 + 8 تحت تأثير انعكاس في المكور ”* 


(606 ماك , “60 5مم) > زيا, > 8 

ولكن حساك 3 

2- - 605 ومع - - *120 ومع ١,‏ 
كذلك لا - لا 

2 3 ع زان صاى ع 12005 11ا5 ١.‏ 


“راق - 1805 - 1205 
كزان - 9005 + فل - 


". 12005 منتسية للزاوية "60 

من المثال السابق نلاحظ أن 
8ل *60 ملأو - 1205 صلق 
2- - 600 ومع - - *120 ومع 





ل 
ان الزاوية 808 التي فباسها - 120 تقع في الربع الثاني كما اسلفنا اذ إن 
(1207 ماع . 12059 5مع) 8 - إلا , «) 8 
ولكن 8 ج 85تحت تاثير دوران حول نقطة الأصل بزاوية قيلسها *910. 





(30 همع , 305 مله -) - 8 - (لا. »)8 
(905+30) متى , (905+305) 5مه) - 8 ش 
02- - 30 ملو- ع رعراق +905) ومع ١.‏ 
2/ 3/ - 300 همع - (90+300) مأ 





الشكل (4-14) 
نلشاط]1 : باستخدام دائرة الوحدة والانعكاس في نقطة الاصل (0): أوجد 
21105 كمع , 210 مله 


| نشاط 2 : باستخدام دائرة الوحدة والاتعكاس في المحور السيني اوجد 
*15 كمع , 173155ه 
ماتحظات: 
لايجاد قيم الدوال الدائرية لأية زاوية نتبع الآتي: 
لله نجد القياس الرئيسي للزاوية اذا كان قياسها اكبر من 3605 او اكبر من 211 
نضع قياس الزاوية الرئيسية على الصورة 8 + 511/2)أو(8 + *90 * 0) | 
حيث 7 عدد صحيح موجب أي بأخذ القيم (... , 4 , 3 ,. 2 , 1) 8 قياس زلوية حادة. 
| اذا كان 5 عدد صحيح فردي. أي يأخذ القيم: 0 1 
فان قيم الدالة الدائرية للزاوية ( 8+ 011/2) تتغير من: 
( 8 + 611/2) هع فى جمء 
ومن (8+ 211/2) 8متع الى 8 واع 
ومن ([8 + 511/2) لها الى 6 امع 
ومن (11/2+081) 586 الى 8 مقع 
ومن (8 + 511/2) أمء الى 86 ها 
ومن (8 + 2/[آ1][ضماءوه الى 8 ممع 


3 كني 


ل 


فع هر اعاة اشارة الدانة في الربع الذي تقع فيه الزاوية (86+ غمالم) 















00 اذا كان 6 عدد زوجي موجب أي تأخذ القيم: ... , 6 , 4 , 2 

فان قيم الدالة الدائرية للزاوية (0 + 0711/2) لا تتغير وتظل كما هي 

اي ( 6 + 15)511/2أ5 تؤول الى 6 مأذيكذلك, ( 6 + 1/2]م) 5مء 
تؤول الى 556 ؛ وهكذا يقية الدوال الآخرىء مع همراعاة اشارة الدالة فى الوريبيع الذي تقع في | 
الزلوية( 8 + 2511/2 ) 
9 بحدد الربع الذي تقع فيه الزاوية 6 وننسبها لاحدى زاويتي هذا الربع. 
قمثاة: 
في الربع الاول: ننسب للزاوية 8 - 905 آلى 3605+8 
وفي الربع الثاني: ننسب للزاوية 6 +905 الى 1805-8 
وفي الريع الثالث: ننسب للزاوية 8 +1805 الى 2705-8 
وفي الربع الرايع: ننسب للزاوية 2705+8 الى 3605-8 












1 جد فيم الدوال الدائرية للزوايا التي قياساتها 
“لا3 . "150 , ”2107 ؛ "3310 , 42005 





0-0 


الحل: 
| الل#الذادية التي قياسها “30 تقع في الربع الاول 
3ل /1 - "30 تها, غضم 3/ - 305 قهع , 1/2 - 305 فلك .:. 


ظ ]كموي , !لوس وده وسسوديي ظ 


ْ 5 5 
ال الزاوية التي قياسها “150 تفع في الربع الثاني 


”م + *905) مأى > 15105 ماد (305 - *180) مأى > 1505 مله .:, 


2 - 605 ومع - 2 - 300 مزه - 








9 37 009 


كثلن + 905) قمع - 1505 5م 


2 3إ- - 06)مقملو- - 


609 + 905) مها > 1507 مها 


1/3 - - 00مامع- - 


ك5 + 905) أمع - 13505 أمع 
3ل -ح 1361005 - 


(605 + *905) ععهى - “150 ععة 


2/|3- - *60عوع- - 


(05ا6 + *90) عوه - 1505 عوعء 
2 د "راؤضععي د 


© الزاوية التي قياسها “210 تقع في الريع الثالث 


("ثات - 27105 ملى - 2105 نأك 


2- - 605 ومع- 





(309 - *1505) 5مك > 1505 5ه 


2 3]- - :30 ومع - - 


(307 - 1805) مها ع 1505 نهقا 


1/|3- -*30 مه - - 


305 - 1805) أمع - 5005 1 أمع 
3[--305 عمج -- 


305 - 805 1) ععد د 1509 ععو 


2]3- -:30 عهو - - 


(302 - *1805) عده - 1505 عوعء 
2 - 305 عوج - 


(©30 + 1809) ملى - 2105 هله .. 


نشاط: اكمل قيم الدوال المثلثية الباقية للزاوية التي فياسها 2107 








| تشاط : اكمل قيم الدوال الدائرية الباقية للزاوية “420 
[4-8] قيم الدوال الدائرية للزاوية التي قياسها ( 8 -) 
اولا : اذا كانت الزاوية التي قياسها ( 6 ) تقع في الربع الاول فان الزاوية التي قياسها ( 6 -) تقعا 





( الزاوية التي قياسها “330 تقع في الربع الرابع 
(609 + 2706) ملع ع 3309 تراد (309 - 3605) هأى > 3305 مأى 


2- - *60ومع- - 2- 3002 ماو - - 
نشاط: اكمل قيم الدوال المثلثية الباقية للزاوية التي قياسها “330 
الزاوية التي قياسها 360 + 605 - "420 
ان قيم الدالة المثلئية للزاوية (36)005+505 ) هي نفس قيمة الزاوية المثلثية (607) لماذا ؟ ٍْ 
ا 
أ 





ملاحظة : لقد سبق ان ذكرنا بانه اذا كان قياس الزاوية اكبر من 3605 نطرح ”360 أو مضاعفاتها من | 
هذا القياس الى يصبح القباس؟6)1هو القياس الرئنيسي للزاوية عوعليه فان " 3609-60 - 4205 


2 إد 605 منو - " 420 ملو ١١.‏ ” 


2 - 605 عمع - 4205 عمء ( 





| في الريع الرابع 







لاحظ الشكل [(4-15) (8 ماف 8 ومع - زورئزة ٠‏ 
إن الزاوية 808 التي قياسها ( 8 ) نرمز لها بالرمز : 
( 8 مام , 8 دمع ) د ربرعيع8 


لكن 85 ب 8 تحت تأثير أتعكاس حول مكور 2 


لذا فان ((8 -اماة . زق - كمع هه 

(( 8 -اإضتع , (8 -) عمء) 8 الشكل (4-15 ) 
ولكن : وت اجاللزاء. #8 جح * 

لذا فأن 


6 5همه - 8 -<) ومع 
8 ملى - > ر 86 <) ماع 
ويكرن (6 -<)ؤمع / ( 5 ع) مله - (8 -) مها 


اع ع _- | 


8 كمع / 8 ملع - - 
18م - -87 نس 
ملاحظة: يمكن اثباث النتيجة السابقة نفسها في حالة وقوع الزاوية الثئ قياسها 
( © -) في الارباع: الثاني أو الثالث أوالأول وبالطريقة السابقة نفسها. 


جد( "240 -) هله , (2409-) قم 
الحل : 
“240 ملع - - (240-) ماع 
(607+”150) ماه - > 
| - )8 ماع ده 
( “لاقة) همه - ( 2405 -] 5هه , 
(* 60 + 1805) ومع - 
2- - 605 ومع-- 


13 6ح جد (1911/2)هاث , "780 همع ,(3009-)هها 


(811+ ا ) ملى > (1911/2) ماع 

املد ) مأ - 

1-ت 
(607+(ا6 3 2)ك5مع » 7809 كمه 

مويه ا مضع - 

12 - 
“300 مها - - (ز3005-) مها ١|‏ 
الشكل (4-16 ) (60 -360) مم - ظ 
(60 ممم - 
51 1831 - 
















اه و3 كر حعرين (4-د) ‏ جه جل 
اذا كان 8/17- - 6 هاه , 6 تقع في الربع الثالث فجد : 1 
(8 +112) ملى , (8 -311/2) قمع ., ومع 
(اذاكان 0.8 -57مء 3609> 7 > 2705 2 قجد: 
(2705-7) 5مه , زهب 2705) همه , ثرماء 
ذا كان 24/25 - عممأة 1809> جم > 905 فاحسب قيمة : 


"1210 كمع + زعه- 1805) كمع - زعه-905) ناك 
([© اثبت انه ظ 
0 - (8 -]1)ملد (6 +1]املة - (6 - 11/2) جم ( 2+6/ 11) ومء 


| ##حدد الربع الذى تقع فيه الزاوية حت أذا كان : 











0 ع وم , 0 < عه واد © 
0> ع دمع , 0< عه وز © 
0 عه وه , 0 > عه مأه6 | 
0< عد ووء , 0 > عه وز5 © | 







48 


اي العبارات الاتية صحيحة وأيها خاطنة ؟ 
*30 منه 2 - 2705 مد © | 
"60 دمع 2 - “نف ماد © 
“120 هما 1/2 - 1505 ددع © ( 
“60 ومع + 305 ومع - (605 +*30) عدء () ا 








اثيت أن * 
عد هها دزعم+ 1806) دمع جز عه- 2706)أمع جزعه +ءنو) ماد #© 
(2707 5مع-1) 1/2 - 1355 تماء © 





9 _ 00 












[4-9] الدوال الدائرية لمجموع أو فرق قياسى زاويتين : 
سوف نبحث في هذا البند دوال مثل( ,ب - ,*) 055© , [,* + ,*) 5مه وعلاقة ذلك بالدوال 

ب 605 ,ب ب« لت : يب" 668 , إلا اه 

أولا: مفكوك( ,<< - ي") 605 , لب + ,*) 5مه 

ولايجاد هذه العلاقة سنستخدم الصلة بين الدوال الدائرية وحاصل الضرب الداخلي للمتجهات 
أعساعممه ععسما) 

وكما تعلم انه اذا كان 6 هي الزاوية بين المتجهين 608 . 50 الموضحين في الشكل (4-17) حيث: 

(11 > 5 0 .وان ,*- ب« - 8 ) 

فان: 

الك - ين قمع -أإوةا| .إأمه|| > وه .مه 
فاذا اخذنا الحائة الخاصة 1 - |[9ه|| > |امه!| 


وجدنا أن: 










"(١‏ - ر) كمع د بوه , زره 
لل > ي") 5هت > لي" لأك , بلا 5مع) . زرلا مأك , ب كمع) ٠.‏ الشكل (4-17) 
1 وهدك نجد : . أ 





0-0 * م فا 5 - رخ مأك كن ك5 + رلا 6605 ,#5 205 


واذا عوضنا ب ( << -) بدلا من ,* تصبع المتطابقة (1): 


١ل‏ * ي») 6205 > يذ هله (خ-) مأى + يي« 605 (,-) ومع 


2... آلغ + يي 2685 ع ب 10أ5 إلا الال5 - رغ 6605 ,ذا 6505 . 


منن1]» أحسب 7559 5هت ‏ 159 جوع 
2 
الحل: 





(305 + 455 قمع - 755 كمع 
305 مله "5ك ملو - 305 دمع 455 ومع د 


0 
0-2 


2 ل" 2 ل 


0 


(307 -*45) ومع -*155 ومع 
305 وأى * 5ك صأى +305 ومع 455 ومع <- 


ثاتياً: مفكوك( ,ا - ي*) 515 , كا + ي*) 510 
[ل*: + ب« -905] كمه > لع + ب) هأك ا 
* - يا - *90/] وم - 


بك هأك لذ - 90) صلع + ذا كمع زي* - 90) عمء - 


3 51 با كمع + 32 كمع 3 ]5 د | 4 ج*) 56 


وبالتعويض عن ,ا ب(« -) لتصبج المتطابقة ([3) 


3 للأ5 ب 605 - ب 605 بع مأ5 - ,* ع اليك 





63-1 أحسب 759 الى , 1559 3اأ5 
الحل: 
“30 + *45) مأو +735 وأو 
305 داس 455 همع +305 ومع 455 لأزأى ع 


(305 - 455) هأة -155 هتة 
كلاة مزع 455 عمع - 3005 ومع 455 أو د 


ثالثاً: مفكوك : (ي<< + ,*) ضما , (يك< - بع لها 
اذاكان ,* , ,* أي عددين حقيقين في مجال الدائلة 886 وان ,* + ذا مجال الدالة 180 | 
فان: 


1 7 اس 1 34 - زر« * ,*) 1310 


|" + ب*) كمع 





للد 5 2 كمع + - 65 6 اااظه 


ب 1أ5 ,ب مأى - ب همع < كمع 
ب 665 ا 605 تحصل على: 


* كدأ5 3 قوة ب 655 |« كاك 
0 


2 265 3 205 2 265 * 205 
3 دلت ف الك يا 605 ,ا 5مت 


5كمم 205 بلا 05ت + 205 


للهة + غز درما 2 
ب لقا ,بغز ققا -1 


3 ها كن ندا 
8« لنذمًا 3 قله -] 


ولو عوضنا ب (,* -) بدلا من (,*) في المتطابقة (5) لحصلنا على: 


كنهقا  -‏ كز لقا 


> لع - 8 مقا 
ب لقا ,انها +1 1 





أحسب 755 130 , “13 مها 
( 302 + *45) مها - 730 مها 


30 مها + 45 5قا 
"30 كنتقذا 459 1-135 


1 + 03 لاسن اس تك لا ا ل رم 
1- 3 لل 


30 - 455) مه -155 مها 


"نات كلقا - "كك لرق] 
1ت للقة 45-5 1150 


1 


« دمع »ا منى 2 > 2 وأد © 


« تماد - ع تومه - ع3 دوع 009 

1 - > تومه 2 - ينج عوء 69 

تمزه - 1 - ع 2 مومع 69 

(* ثمها - 1ل« مها 2 -ع 2 مما©» 
بشرط المفام + صفر 





حمسس 13 اذا كان 4/5د عه ماق , 905> عم > () فأحسب : 


عم زقاة , عمثر 5ق , عمق ناما 
الحل :  -1‏ حم تومع+د نم توراع 
[- عه خقوع+ 16/825 
5 -]- عم تقوه ١,‏ 
15 - 
3/5-- عع ووم 
910 > عم عن 0 ' 
5- عه 05© ." 
عت مع حت الول دعت 2 مله .". 
سكي 2 دعن مخ 515 
5 - 
عم خلاة ديهم ذؤوة دعمة ؤوت ١‏ 
5-- 25(ها - 
5 - 


- > ماه © , 


2 
كوع +1 


- 2ن تعد 69 





احسب 11/8 510 , 11/8 5م 


114 كمع -1 5 11/8 تمزع 
2 





منزوة)4 يدون : استخدام الحسايات احسب 
الحل: 


"105 صل , *105 ومع 
الحل ٠‏ الزاوية ”105 تقغ في الريع الثاني وهي نصف الزاوية ”2107 وباستخدام فانون نصف الزاوية 


١‏ ام ما 05 "أ 


م ان 
قدلا تم ع 5 
2 39 2-0 2 ع 
(16050180+30 1 5 5210م + 1] 
5-5 - َ 105 جوع 


لاه 
2-3 1 66630 -اجل) 5 
> 7 2 5 7 


ثلا #متعدةل؟ تقمع ]رتل تمتاع-ة/» #كمع) 22 /ثماع-2 »ا تومع 
1) ((2/» ( / 85 - 


5 كمم - 


8 2ع 6 لاكمه - لكا كماك - 2 كومت 





ورك ار رين (5 -4) اخ صل 
© 


اذا كان 3/4 - * 180 وكاتت 905> << > 0 فلحسب: 
2 صضأك , *2 كمع , نا اتا 


الذاكن 2/ 5[ - ع عو , 12 > > 0 
شأكسب : ا عوج , عن 2 أوج 
اذا كان رك ع عد *ق,ق1 , 1809 > عن > 05و 
فاحسب: ( عم 2 -1805) مع , (905 - عه 2) ماد 
اذا كان كل من 52 +0 زاوية حادة موجبة بحيث 455 - عه+3 وكان 2/3 - 3 ها/ ها 
قاحسب: 28 الها , عه 2 مهة 


© انبت أن: 
> عممع ار دوي أمع| ثم احسب 155امع 


يدون استخدام الحاسيات عه ومع - 1 


اثيت صحة المتطايقات الآتية: 
6 منه +1 - :ز 8 ومع + 8 دأه) © 


17 580 ع مامه 5 5-5 0-9 ٍ 
“بز تاها ع 1+3 


لتؤاقمع +80 71ت مأمع_, 05و-م ) ماد دز اماد 8 ' 


(90+ )ماع عر عمععو8 طص)ماء مم 5مع+( 2م+05)2705ع- 


5 


"١ 


ل>--150ا«اة_عر ع مرج ود © 


ا 0 اكت لمكا ودع سات 
زعم - كتلا8 1[ )همع - 1 فنا 


2 - 106 مله *20 همع + 102 دمع 205 ون #© | 





2 - 655 ومه 555 ومه - 255 ومه 355 دمن 63 


الت سات ل يال 


»د فلك “ا كمع 4 - ع مأى ع : كمع 8 - ع4 وأة ([[6 


2 أحسب ‏ 51033 , | 32ومع بدلالة #زظاة ,| #زومع 


[4-10] المعادلات المثلئية : 
المعادلة المثلثية هي جملة مفتوحة تحوي دالة مثلثية أو اكثر لزاوية معبنة أو عدة زوايا : 
وابسط صورها هي : 8 25 وأى , عاك < جمع حيت 5 ع2 , [اراتمخ ع ارق 


اولاء المعادلات المثلثية البسيطة : 
ليكن *« قياس زاوية مجهولة ؛: 8 قياس زاوية معلومة بحيث 211 > 0358 
الحلات الثلاث الاتية : 


اذا كان “45 مأك - ذا لاك فما شيم * ؟ 


*45 - 805[ دعر عن 55ك > يع الت 455 ورأه د عر نراق 
اي ان : ”135 -* إه “5 د * 





حل المعادلة : 1/2 - * 515 
2 - 305 نأك 
“150 -05ا3 - 1810 دغ مت 305 دعا حك 305 ذلأى - 2 للك 
عت 8 < ع أأحت قومع ع يع ومع 00 
8 - 3605 -* 4ن 8-ي 


(مثان[[429 حل المعاددة 59 5هت - #«ا كهت 


الكل : 
55م - 5(لوققة عدير عن 7495 حاعيو هت 755 ووع ح غز ضوع 
اي ان : 2855 > إن 5 -»ع 


مجموعة الحل 2 (2855 , 755) 


حل المعادلة 2- -*ا وو 
الحل : يما أن 0 > * 6605© '. * تقع في احد الربعين الثاني أو الثالث 
وهي ملتسبة الى كل من 505 +1805 ,605 --1805 
لأن 1/2 > 60 ومع 


مجموعة الخل > (*240, “120 )4 + 2405 - *« مه 1205 - *« 2ه 1/2 - - كا قمع 
ا 1+8[ ع » عت تقد« جع توق ع يز ورق1 
وبالقياس الستيني يعني أن : 8 + 1805 دع عه 8 -ي 


مل 435 حل المعادلة ‏ *53 فرها د << درهقا 
الحل : 


دقوع 1809 ديد عن 539 حير حك 539 5ه د عز ذزها 
3 حيبو عرق د دير 


مجموعة الحل > 233957 ,4535 





حل المفاذلة 3 ل < عد مها 
“65 رقا- 6 أرقا جم 3 ل - يد مق 
“ليك - "نزام + 181005 دع اعت كلاق - # ا صم 


مجموعة الحل - 2401 , 4605 
حل المعادلة 0 -*امع + يرك منة حيث أن *90 > «*« >ن 


2- بد]ؤوع- د ياك دأقا 
( في الربع الثاني) + ( «+905) 5ها - >< اك مها ععطلتم * 
ح يرد 05ن0ا د ع لم 
د 905 - ع« 3 
05)ق3 - 8 .. 
( في الربع الرابع) + (2+*270) 801 ع يرك 130 نه 
ح +2705 - * 4ك 
اق - ع 3 


مجموعة الحل - (305) قطي -5-56+ 


حل المعادلة : 


0 - 3- < 5قوع3 +2 ذو5مع2 
الحل : نحلل الطرف الايسر وكما يأتي : 
> () - (1- * وموع2] (2+ < ومع) 
2- حيز ومهم ‏ ععلامزع 
يهمل لانه 1 > «* ومع > 1- 


2 -* 605 اعت 
ويكون *« 605 موجباً في الربعين الاول والرابع 
أ) في الربع الاول : 
هِييب'' “60 عع ج 605 ؤوت - عد ووع 
١‏ أب) في الريع الرابع : 
5 - 3605-6005 - *<« جح "زان -"360) 5م - « ونع 





]| مجموعة الحل- (607.3005) 


ما ل 


ثانياً : المعادلات المثلئية سن الصورة 

ع د يزاكوع ط +8 0ك 3 
اي انها معادلة من الدرجة الأولى بالنسبة الى (*« 511) ؛ ()ا 5مع) 
أ) المعادلات المثلثية من الصورة : 


ل د عز ذهوج ع ز كوج جز وراقط ع عر تمافق 


اي انها معادلة من الدرجة الثاتية في كل من إلا 7أ5)اء (<< 5مع) 

ففي الحالة |الأولى) اذ[ كان احد المعاملات ©,تارة يساوي صفرأ فأن. المعادلة تتحول 
الى معادلة بسيطة ويمكن حلها كما في الحالة (أولا ) 

اها اذا كان كل من هذه المعاملتت لا يساوي صفرأً فيمكن توضيح حلها اذا كان 
#را+ةج ع 2ج وكمافي المثال الآتي : 


3 /- »د5مه + » مأك 3 / ظ 





الحل : لحل هذا النوع هن المعادلات نتبع الآتي : 
-- 13 + كمع + 1 فز 3 | 
0 د 3/-< دمع + » ماد 3/[امه | 
< ب 3!-» ومع + ماك ((3/]] جمع )/ (1/3] هاة)) أ 
ظ 3 ذمه 3/- “ا 5مه 11/3 ومع + < م5 11/3 مأد 
2 / 3 /- (* - 11/3 | 5مء 


يكون * 698 موجباً في الربعين الاول والرابع 
تر كوه عل ) 5مج تقعطتة - | 
مع اللا ا هع للد ولك 
65 6 3 0 3 


حل لديا ترس وين عه | 


ظ ". مجموعة الحل - :د ملك ؟ 


0 
ظ اما الحالة (الثانية) فنعوض عن الدوال ا تمادام ضعف الزاوية 


0 
| فون : > :2 2265 1 ) 6 + ليث نضأةق_) طا+ ر>»ث 5معح-1 )5 
2 2 2 


0 - و 












10-0 
١‏ المعادلة الآثية : 
<:2] حن المعدة الثية 


الحل : حيث ان 905 ب عدي 5() 


3 -(*2 ومع +3)1 +[ ا ذمع < وأ ) 3 ]لخر “2 5مع-1 |2 
2 م 


3 - عدومع 3 + 2 ومع 2 درأو ل 1ه 2 





5 - عجره ومع 3+3 ««ندأك 3 بعد 2-05 
[ " *«ث دمع يرث حرزت دل 
22-١‏ وم + +2 مزه لل وم 


> | د عرزل ضومع + ث2 لرزى )ا يبلك 5م) 1 إبلك مأة]) 





- اك 05-(- اك ] 685 جه ووه 2 ومعلل 21-05 مزه لل 5 | ” 
ظ ظ ظ 
| * 605 موجبة أما الربع الأول أو الربع الرابع فأما ٍْ 
(احير جه حل مووي ا ١‏ ا كمع - 2 لك ) 0595© , 


أو 
ا ملل ع ا ا ع ل الك الم ل 
ام ك2 :د للك 2 لقم 3 )605-[2 5 ) 5مء 





:.مجموعة الل - (سلك,.0) 


١ )4- 6 ( سرين‎ >71, 





إحل المعادلات الأتية : 
2 2/ -ع دهه © 2/ 3ل -«ماد © 
لاد + )ماو 2 ١ه‏ © 3 3-» مذ © أ 
<< امع حيدك مقا 0 ([1[ +«اومه - ياك دهء (© أ 
() - * ورمع حير :دده 6 - 1+ م23 توم © ٍ 
الما 3 - يرث مقا ل 51522 2 -ي ده © ٍْ 
(1- 2 داه 24 دمع - ع توزة 2 09 “د 2 ماع ل - »د دهع 9 | 
[ »ا قمع +» اق ثم أوحير* ومع [ 
14 © 
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[ 11 -4 ] رسم منحئيات الدوال المثلثيةكتزه تاعباط عأعأع ره صهوك1 آه دامهمة 
كثير من الحوادث والظواهر الطبيعية تتكرر بشكل هتمائثل في فترات متساوية من الزمن. مثل: 
[رؤية وجه من اوجه القمر من على سطع الارضء فنحن نراه: 
هلالا . تربيعاً أول ٠‏ بدرأ ٠‏ تربيعا ثانياً ؛ محاق؛ . 

ثم يتكرر ذلك كل (29) يوم و (12) ساعة و (44) دققة و (3) ثوان. 





١‏ ##جميع حركات الموجات الي توصف بائها كهرومغناطيسية مثل موجات الضوء؛ موجات الراديو: 
| كذتك الموجات التي يبثها الرادار عند عمله؛: جميعها موجات مستعرضة وهي تتكرر في فترات زمنية 


متساوية. 





دوريه. 


0ن 


























اولا: رسم متحني جيب الزاوية. (< هاه - ل) 

اذا تغير قياس الزاوية الموجهة بالوضع القياسي. تتغير قيمة الدالة الدائرية تبعأ لها. فمثلاً اذا تغير 
قياس الزاوية من *() الى ”360 (او من () الى 211) فائنا نحصل على قيم مختلفة لدالة الجيب لهذه 
الزاوية ضمن الفترة [1,1-] , 


فاذا كانت “لا تساوي قيمة الجبب وكاتت الزاوية هي << فان < |5 ع /ا. 
وللتمثيل البياني لدالة الجيب ننشيء جدولا يبين قيم ‏ والقيم المناظرة لها لا. 
كما في الجدول الآتي: 


330٠ | 360 |‏ | "300 | 270 | “و24 | ك210 “120*150 | 906 | 605 | 305 ٍ 

ا المللة | لله | للك | للك لك -2-2 11ل | ]للكت 

ٍ | 5 | 3 | 2 | 3 | 6 6 | 2 | ل | 3 |[ جم || 
883 -- 08 - | قومن كك 


| نحدد الارزواج التي نحصل عليها من * , لا ثم نرسم على ورقة المربعات منحني الجيب ويكون كما | 
في الشكل (4-19) , 











خواص منحني الجيب. المجال [0.,3607]: 
| ([# يقطع منحني الجيب محور السينات عند 3607 - * , “180 - « , *0 - » 
اكبر قيمة للجيب عند 90  -‏ وتساوي 1 

© اصغر قيمة للجيب عند 2707 - < وتساوي 1-. 

9[ عندما(“180 , 0) 2 * تكون قيمة * 510 موجبة ويكون المنحني واقعأ اعلى محور السينات. 
© عندما (360 , 1805) ح <«يكون قيمة * 5192 سالبة ويكون المنحني واقعا اسفل مهحور السيتات. 
(لو رسمنا “ 510 -لا في القترة [211.411] نجد ان بيان 515 كرر نفسهالاحظ الشكل( 20- 4)| 
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الشكل (20 -4 ) 


مثل هذه الدالة نطلق عليها دالة دورية, 
والفترة التي كرر فيها المنحني نفسه (211) تسمى دورة الدالة. 


أكير فيمة - آقل قيمة 
1 بللترئد . ويسمى العدذ - اج 2 


ويسمى العند 
ذورة الداناه 


أي أن: دورة الدالة * 10ع - لإاهي 211 
وان التردد >1/211 


1-2-1 
وبنونه 220 ةع 


1 2 


ارسم بيان الدالة ‏ 515 ك4 لزيد الرسم جد: 





دورة الدالة *« 515 ك - الااهي 211 

التردد >-1/211 

السعة - 4((/2-) - 4) > 4 

نشاط: 

#ارسم بيان الدالة 2 51 - لاز وعين السعة وللتردد والدورة. 
© ارسم بيان الدالة 3 5157 - لا وعين السعة والتردد والدورة. 


ثانياً: رسم بيان الدالة < 05 - لا 
الحل: نكون جدولاً يبين العلاقة بين << , * 6017 كما يادي: 









لو نظرنا إلى البيان في الفثرة [211 , ()] وفي الفترة [411 ١‏ 211] نجدهما متشابهان تمامأ في الفترئين 
أي أن بيان 665 يكرر نفسه كل فترة طولها 211 وعلى ذلك فان الدالة ا 605 - لا دورية. 

دورة الدالة * 5هت - لإاغي 211 

التردد -]1 1/2 

السعة - 1 


سس 

ظ ([[#ارسم بيان الدائة سك ووع - لا في الفترة [11 4 , 0] ومن الرسم عين دورة الدالة وترددها ا 
وسعتها. 
ارسم بيان الدالة دك 65 2 - ل في الفترة [11 : 0] 
ومن الرسم عين كلا من دورة الدالة وترددها وسعتها. 
خواص منحني الجيب التمام ( 605 - لا) 
ل يقطع محور السينات عند لل 3-» , لل 
© اكبر قيمة لجيب التمام عند 0-* , 211-* تساوي 1 
اصغر قيمة لجيب التمام عند 11 - * تصاوي 1- 
| (© عندما تكون * من 0 الى لل يكون منحني الجيب التمام موجبأً؛ اذ يكون اعلى محور السينات 
| وعندما تاخذ * القيم من لل الى لل 3 يكون منحني الجيب تمام سالبأ. اذ يكون اسفل محور 
السينات. وعندما تأخذ » انهم من 1ل 3 الى 211 يكون منحني الجيب التمام موجبأ اذ يكون اعلى 
محور السينات. 
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1 
له 


ثالثاً: رسم منحني الظل: | صقا - نز) 


نكون جدولا يبين العلاقة بين * , 1 1301 > لز 


ال ا اق ققد اتا الف اع فم 1 
115 50 
3 5 3 1 3 


| عه] 8 || د ]د 
ضعرقة 





| الدثة * مها - لزدورية ظ 
| ددورتها - 1] ظ 
| التردده - 1/11 
| المنحنئي ليس محدود لا من اعلى ولا من اسفل لذا ليس له سعة 
| خواص منحني الظل: * /3] > لا ظ 
| #يقطع المحور السيني عند *اتساوي: *0 , “180 , “360 
( المنحني غير متصل كما في منحني الجيب ومنحني الجيب تمام. 
| # عندما تكون * بين *0 . “90 يكون الظل موجبآً؛ وكلما اقتربنا من 905 - * نجد قيمة الظل ‏ | 
تزداد ازديادا كبيرا ا 
(إ© عندما تكون بين “90 , “180 يكون الظل سالياً وعندما تقع * بين "180 +2705 يكون الظل 
موجبآ 
#يكون سالبآ عندما تقع * مابين 2705 . “360 


98"”/ - ج-- - 





رابعا: رسم منحني ظل التمام: *« هه - لا 
نكون جدولا يبين العلاقة بين <* ,* 64ج وكما يأتي: 





| 8 4ه‎ 3 3 | > 2# 4 ١ 
ا‎ ١ ١ 
١ | 
؛' ظ‎ ١ 
: ١ 
' ١ 

خواص متحني ظل التمام: ‏ _ 

(ل[# يقطع محور السينات عنه للك دع لد 2-23 

© المنحني غير متصل. 


(© عندما تكون * بين 0 و لك نجد ان ظل التمام موجب. وعندما تكون * ما بين للخل و 11 نجد انه 
سالب وعننما تكون * ما بين 11 و لذ 3 يصبح موجباء وعندما تكون ما بين لل 3 و 211 يكون 


و29 











خامسا: رسم منحني قاطع الزاوية: «ا 88 - لا 


نكوان جدولاً يبين العلاقة بين * , ا 586 - لا كما يأتي: 


13 ايه 





خواص منحني القاطع: 
(© لا يقطع منحني القاطع محور السيئات على الاطلاق. 
عندما * ما بين 0 و 11/2 يكون المتحني موجياً. 
|0 عندما »اما بين 11/2 و 311/2 يكون المنحني سالباً. 
١‏ © عندما < ما بين 311/2 و211 يكون المنحني موجباً. 
/ © المنحني غير محدود لا من الاعلى ولا من الاسفل لذا ليس له سعة 


0 اا 
7” 










سادسا؛ رسم منحني قاطع التمام: )ا 52 > لا 
نكوان جدولاً يبين العلاقة بين * , “ا 286 - لإ 


ا ا ا ا ا ف | ع 
ك 3 2 2 | 3 4 5 

خهر شير ضير 

| || 3غ |* إته] ء ف | : |2 ]ه | ه اناه 





خواص متحني قاطع التمام 
([[© المنحني لا يقطع محور السيئات. 


(© عندما ©" ما بين 0 ألى 11 يكون المنحني موجبا اعلى محور السيئات. 

| © عندما كما بين 11 الى 211 يكون المنحني سالبا اسفل محور السينات. 
#دورة المنحني 211 والتردد]1 112 . 
60 المنحني غير محدود لا من الاعلى ولا من الاسفل لذا ليس له سعة. 













1 
١ 


ورك كر سين 3 -4) رج سل 


ال ارسم بيان كل من الدوال الاتية. ومن الرسم استنتج كلا من دورة الدالة وترددها وسعتها: 
3 .0ع هه ماع 69 

[211 ,عل ده 7 11وحت © 

2111 ناز صه ماك - © 

[211 .11-] صةه 2 6605 -9© 2 
:211-] مه« دمه2- «بره© ‏ 
[311 ؛0] همه 2 3 عوع © 
311/21 , 11/2 -] مه عاصف 2 -بر#©) 
[1] . ث0أ] حة ث2 رقع -81© 















| # اختبار موضوعي 

|| ضع شارة + او - في المستطيلاث التالية لتحصل على عبارة صحيحة : 

ظ 0 20ملهة| 2 | 50م 20همع - (50+ 20) ومعائة 
8 هتهةا |[ ]28/1 م[ _أهقمة - ر28-مدادت زه | 

ظ 10 مله 80 دمع - 310مع لقمنه - (10 |[ ]|80/منواك 

ال[#اكمل ما يأتي لتحصل على عبارة صحيحة 
مقد مو ]+[ ]40 ماء - ز0ه1+ مه/منو لق 
|[ أ مد - 11/3 5نه 11/3 م251 إأط ظ 


و -تسععت هه 


3 ذمها- 1 ٍْ 


]ا ومع - 15 تمنو - :15 تومه 8 


عين العبارات الصحيحة والعبارات الخاطنة فيما يأتي: ظ 
#تصاء 3 - ؤزم ل | ٍْ 


0 مله - 5[ومج 15 د[ )| 
0ك تصاه - نل4 ذومع - 80 ]ا 
مجموعة حل المعادلة 0 - 3+ *« 205 دنايا 


3 اتام‎ 2102 ١ 





















#اختر من القائمة 8 ما يناسبها من القائمة 8 
القائمة8 القائمة ثر 
مكداء © - شمأعهوماه-هومعضدده (6 
حكدهء © - لومعم4مزأو-فووموة فليلنا 2 
هتمه 68 - همد شخدمء +قدمء هجدأد ([©) 
زش3ع) ملاو 3 


© اختبار مقالي 


اذا كان 211 > اا للك وكتتكخ-«دهه: فاوجد قيمة كل من لأققه , ع عق5 لا أوع 
7 3 


اذا كان1] 2 > » > 6 وكانت سك -برومع فاوجد قيمة كل من : 
(2/ اقمع م2 «اماة ,لها ,مأك ادمع , 
عل يدون استخدام الحاسية اوجد قيمة: 
8ه 10115ك اق 
لقلا غنزء للتووع .5 
١‏ 12 12 
اال كمت - يز ثماك5 - 2 0535م .8ق 


*« مأى / (» دمع-1) <(2«إمقاايط 





الفصل الخامس >١2‏ 
5 1م013 
الغاية والاستمرارية ب)ؤزب0461© 300 ]أمنا 
[5-1] جوار العدد 
[5-2] غاية الدالة 
[5-3] غاية الدوال الدائرية 
[5-4] الاستمرارية 


الرمز أي العلاقة الرياقية 





الغابة و الاستمرارية 
غاية الدالة واستمراريتها /زاثنات أتتممع عهة ألما ذا 


تمهيد : 
اذا نظرنا في الشكل (5-1) نلاحظ نقطتين الاولى 3 تقع على يسار العدد 3 والاآخرى 5 تقع على 

يعين العدد 3 

فإذا فرضئا ان 3 تاخذ قيمأ متزايدة 


حب حك سات 
5 3 8 


شكل (5-1) 
مني ,2.999 ب ...ءءء 09ل , ل 
تتقارب باستمرار نحو العدد 3 من لليسار ونرمز لذلك بالرمز 3 تقول ان 


واذا اعطينا 6 قيما متناقصة مثا : 


1 : 3.1 : 1لالا.3 تمن 01ل0ان0الالا.ك نع 
تقول ان « تتقارب باستمرار نحو العدد 3 من اليمين ونرهز لذلك بالرمز 
[5-1] جوار العدد لووداءناهططوأاعم 
غلى ضوع ما سبق يمكنك ان تتفهم التعريف الآتي : 
[- 
اذا غان عدا ( نقطد) وعان. © (١‏ تفرا لبسلون) عبد موجياً تسمي القثرة 

2-1 +ه,ع - 3 ) جوارأً للعدد 5 ( الجوار هنا يحوي 8 ) 
2 -31 , خج - 3 ) جواراً ايسر للعدد 3 ( الجوار هنا يحوي 8 ) 


3 -(2 + 5 , 8] جواراً ايمن للعدد 2 ( الجوار هنا يحوي 8 ) 
ويرمز لمجموعة الجوار بالرمز /8 


جه 


اذا كان 1 - 1/2,83 - ح فان 


1 1 1 

























1 
© 11 ,> -1 ) جوارا إيسر للعدد 1 


1 
© س.ل جواراً آيمن للعدد 1 





[ 5-2] غلية الدالة زمهأأعصد؟ 3 أه اتنا ) 


سنعطي فيما يأتي توضيحاً هندسيا اي باستخدام الرسم فقط للتعريف بمفهوم الغاية إذ سنكتفي 
بأدراك أولي للتعريف عن طريق الحواس ثم ننتقل بعد ذلك الى التعريف المحدد ففى الشكل (5-2) 





نلاحظ ان هناك بيات للدالة 1 ( منفصلة هندسيآ ) عندها 2-3 كما يمكنك ان تلاحظ ان 
(*)1 > لا تأخذ قيما متقاربة من 4 وذلك عندما تتقارب *« من 3 من اليسار وكلما اردنا ان نجعل ()؟ 
اكثر قربا الى 4 فاته يمكننا ذلك عن طريق اعطاء * فيما اكثر قربا الى 3 من اليسار 
وفي هذه الحالة تقول : 
أن 4 (»*)؟ رسزا 
وتقرأ غاية الدالة عند 3 من اليسار تساوي 4 
اننا لم نتعرض لذكر ما اذا كانت الدالة معرفة او ليسث معرفة عند 3 - < 
2 كما يمكنك ان تلاحظ (*)! تتقارب من 5 كلما اقتربت * الى 3 من جهة اليمين وفي مثل هذه الحالة 
: | نقول ايضمآ : 
١١١‏ |غاية الدالة تساوي 5 عندما 5 - (»*)).!! 
تتقارب * الى 3 من اليمين وتقرا غاية الدالة عند 3 من اليمين تساوي 5 


, 


نحظ اننا لم تذكن فيما || كانت لنذالة مغرقة لو ليست معرقة عند 3 -* 


الدالة تتقارب من 9 عندما تتقارب ا من 4 من اليسار واليمين او 
(*)؟ تتقارب من 9 عندما تتقارب »من 4 وهذا يعني 
9<( ؟ ,سناد زم ؛ صا 
وفي هذه الحالة عندما تتساوى النهايتان لدالة مثل ؟ عند نقطة مثل 4 من اليسار واليمين 
تقول ان للدالة ‏ غاية عند 4 ونعبر عند ذلك بالصورة الرمزية . 


الغاية عند 8 - < 


اعتمادا على ما عرضناه سايقاً في تقديم مفهوم الغاية باستخدام الرسوم التوضيحية كما في 
الشكل ( 6-4 ) وقلنا بأن 1 - (*)؟ 0مأ! 


تقهم من هذا عموماً انه : 


بأمكاننا دومآ ان نجعل (*)؟ قريبة من !ا بقدر ما نشاء وذلك يأعطاء < قيمأ قريبة من 2 من 
اليسار بصورة مناسية . 














فاذا اردنا اعطاء صيغة رياضية كهذا الفهم العام فهذا سيكون على النحو الاثي : 
اذا حددنا اي معيار للقرب من امثل 0 جه جع 

ا#يمكننا تحديد جوار ايسر ,84 للعدد ه مثلاً ( ه. 5-0 ) 

حيث !١‏ عدد حقيقي موجب بحيثح > 5 : 








+ (8]/ ةم 22 
(«)5 تكون قريبة من ا حسب المعيارح 
ع > |-1- ر«) |ه ( 3 ))/ لاع » 


















اذا قلنا 1 - (»)؟ | فهذا يعني 6 < © 717 
يوجد جوار ايسر,/ا للنقطة ( العدد ) 2 
١‏ ع > ز١ا-‏ لم ]د رويرروع» 






يمكنك ان تلاحظ بأنه لأثبات ١‏ - (]1153.5 لابد من ايجاد الخطوات الآنية : 
9 حدد مجال الدالة 

تاكد في ضوء تحديدك لمجال الدالة فيما اذا كانت ؟ معرفة من يسار (2 ) بمعنى معرف على 
الفئترة + 






(8 , طعة)- زه ) / لا 
لاحظ ائنا لا نشترط ان الدالة معرفة عند 2 
اختر 0 < ح 
#ضع - >1 1- (*) ؟ | ثم باشر بعل المتباينة السايقة فاذا استطعث ان تحدد جور ايسر 
مثّل !1 للعدد 2 بحيث : 
عندما تكون : 





(3) / لاع » 
فان ع > إا - (خن؟ | 


08 الل 


ليكن 2-1 - (*)؟ اثبت ان 3 - )ةما 
الخل : 
باستخدام التعريفا 
(#مجال ؛ - م8 
بما ان ؟ معرفة على 1# فهي معرفة في يسار 2 اي ان ؟ معرفة على اية فئرة 
مخل (2 . ط-ك ) 
لتكن 0 < ع 
43 ع > |3 (*#نة | 
غ ته |1-3-هت | 
ع ت | حيرت | 
جج الوتيرق جم احج - 
+4 2:5 ماع 4ك 
ع 
2 2 


وهذا يعني اذا كانت : 95 5 
ع > |3 - ه«ة]| جه ز ا+2. . -2)ح .ير 
3 2 7 
تكون صحيحةه : 
قاذ سترنا ( عاو اد ولك لك عوركة كد م 
١‏ سا اراوح يح ا 1 


فتجد ان 
اذا كانت 2 > | 3- (*)؟| +>(5!/12 ع < تكون صحيحة 
وبنفس الطريقة غاية الدالة عندما 3 +- * من اليمين 





[2-2- 5] تعريف. 
اذا قلنا يأن ا - (*)؟ 151! فهنا يعني 0 < © 9 
يوجد جوار ١!‏ للنقطة 3 
ع > |-ا- )!| جد زه)لاء » 
من الواضح بأنه اذا كانت : 
- (*)5 ذا فان 
ا - ركسا - تسر 
وهذا يعني ان : 
([[© وجود الغاية عند النقطة ‏ يؤدي الى وجود غاية من اليسار وغاية من اليمين عند 8 
كلتاهما متساويتان . 
. © اذا وجدت غاية عند النقطة 2 من اليمين وغاية عند من اليسار وكان : 
ا + بافان الغاية عند 3 ليست موجودة أو لا تكون معرفة . 


[5-2-3] بعض ميرهنات الغاية 
فيما يأتي مجموعة من المبرهنات التي تساعد في حساب الغاية ويمكن اثبات صحتها باستخدام 
تعريف الغاية وكما في الامثلة السابقة ٠‏ ولكننا سنكتفي بذكر منطوق هذه الميرهنات ونستخدمها في 
حل امثلة واسئلة للغاية في هذه المرحلة من الدارسة . 


ميرهنة (1) 


اذا كان 14 جوار للعدد 3 وكانت الدالة معرقة 2 (8)/ 54 ح يزيا 


وكانث © - (4 ١‏ حيت 8 اع © ء ثابت فان 
6 - ل«ن؟ سنا 





ميركتة (2 2-5 5 
)اذا كان لا جوار للعدد 3 وكانت الدالة * - (*)؟ فان 23-< م1( ) 


3 > «<رضزا , 2-*إم! 


اذا كاتت (*)4 100 موجودة. (*) 9 11 موجودة 
٠‏ فان "101 ع ] - "1 نم ] بمتلء 
() ويسنا ع وإتيديا - 1 مو ع زم ] بمتء 
()؟ جسالء > 1 )1 »] يمال ء 
09 1 1 رالا ا ا 


[0 غ()219ز!] . (“) وميا / («)؟ سنا > العزوم («)] بمار» 


2 ونه » رونا رجه وجا 
5ع 3142 ع 


2 
2ه - [ع وملا ] - تعر ونا نه 
لق 3 لبالا 


“زتعم بونا] رقم بو © ١‏ 


|31 وهز!+ » بجنا ]- 
2-31 
5ه 





صلا تع« صلا > 3+ ت) مار 
(ل1)ة تا > 
2--1-3- 


(ك - 2) مسر 
(1 »)ور 
4 - 2(2-)2 
2-1- 


لتكن ‏ 1-<* / |1-<ا| > (*ة , 1 ع *جد ان امكن . 
)1 سانا 


1 << * , 1 -1-*/2-1* 
ل 


-)»-1(/**-1--1 , *- 1 


١‏ با > 1 - لرصيا - م1 رمف 
عسي ع يا سات ادضنا 


غير موجودة ‏ (*)1 0ذا > ريطا + رط .. 





؟ بهذا © )1 بجا 69 
8 - جب - رججتمم بمزا - رعم؛ بز 


ساء 5 - 4+[ دري+ةم) هذا 


- رودن ؟ © 


ي١‏ - 5 - 5*1 حرا 5) جاا 


الغاية موجودة 5 > (»«؟ ذا اعد .ل 


١‏ 372+ بزق+ م نيلا ب 
32 د انق + ثوب 2ج - 





3 
عام 

ل 00 

الحس) ‏ لقعم 0 


(8 - يمع 
تررقو حك ااحصيورب 
(3لي+ اك ين 


55555 55 
85 


أذا كاتث 
اذا كانت 11 > (*)؟ (10! جد قيمة 8 ععرظآ 
الكل : 


(1 1/57 موجودة 


1 - و«اكيسنا - ز«قيمنا 
5] -»ع + 11 - 4 -ع + 4 -ع - (2<2 دع يمنا - ر«ليسال 
2 - ظ + 1 - 3+ط4 ه 3 + هد - (ج+ تلاط) رملا - () كيم 





[5-3] غاية الداوال الدائرية مآع لانة اقاناعماء أه ؛آدم ذا 
لقد تعلمت ان الدوال الكثيرة الحدود مستمرة عند اية نقطة من نقاط مجالها في هذا البند سنتناول 
دراسة غايات ومشتقات الدوال الدائربة ونبدأ بايجاد 
(عد / »#)صاة روزا 


مبرهنة (1): 


1 - ا / »«اماء وجذا حيث * بالقياس للداتري 


البرهان : 
كال > طول القوس 0ه > ذات 
*« مها د يراك عاراع + 
بضرب طرفي التراجحة ب ( * 516) * ملك / < ومع < | < »* مزذ1 جه 
* 6605 <<2(* / ]قاد <]1 جه 
* دمع ذا < (< / »املد هنا < 1 رما جه 
1 (« / «)ماى دهلا < 1 + 
1< / »ماه وال 


0 - * واه بهذا . 

[ -<*اعمه 10لا . 

0 - »مه رز . 

[ - عاك ماد رهلا . 

1 - عق عق مأك 117 . 

1[ - 3 / > 3 مها ذا . 
#تتمع -1 

لوكت كو جد 





دك ع3 ماد ذا 


3 اك (زذا 1/4 د 
4 - ] * 3/4 - 3 / 3ق رماع 7 4 / 3 > 


دك رأ 


32-2 


1: 1311 2 


سرك 2 نراق 


# 


2 له 1 





وه _ (1كاة +4*»1) _ 
ثيه ليك 


در دمع -1) يمنا 


»# )1+ 7665 39( 


0 , 
* “ارات 


(2 ومعل +1) > 
لاك د ا 


ونا .حك وروا 
24 


1 


( 2 ومعل +1 ) ا 


1 





11 .ع 
(2 - عدة) ا 


3 - 22 تير ١‏ 
بلسسسيسم 15 . 


الامخهر ديه 


40 د بع , 


© اذا كان : © مهرم 
جد (*)؟» ا حيث | 1-»| - ثانا 


© -م-يمع 


اذا كانت 1-< هر 

ذا كانت 1- > +*« 

أذا كانت 1- - * 
ا( ارسم المخطط البياني تهذه الدالة 
© هل للدالة غاية عند 1 - بين ذلك ؟ 
© جد (عاتوة 


اذا كاتنت 2-1 2 
0-1 
اذا كانت 1- > ير 
إذا كانت 3 - (*)؟ 1! جد قيمة 8 ح ط , 3 





اذا كان 3 - بز + 3بو3اع |83 
6 + *» - زع 
جد (*) (9/6 )0ذ| 


107 )9 .1( )( 


الإ#جد الغاية لكل مما ياتي : 


3 لق 000 
لح ]| ا 


عر تورزك اسهد 


دك 1323 
رسظتت ب مرج وزو إبوز 69 
5 لاسي 


* كمع -1 5 
1 اله 


33 


5 ] ذا 689 
عاك لله ' الامع 





[ك-5] الاستمرارية لإأأناطا ممع 
تكون الدالة همستمرة عند ا - * اذا حققت الشروط الثلاث التالية : 
معرفة (5) ؟ 67 
موجودة (1)2 !ا 9[ 


(5)؛ - )!جز © 


يقال للداقة ؟ مستمرة اذا كانت مستمرة في جميع عتاصر مجالها , 


اذا كانت *< 2 - 7 - 8 - () اثبت ان الدالة مستمرة . 
الخل: 
8 اط 9 
(20 - تعر - 8) ولا > زعم؟ جما 
تطخ - ثم - 8 - 
“م - نط - ق - رم) ؟ 
(م)! - 1 رولا .. 
-. الدالة مستمرة عند 8 > * لكن ا تمثل كل عنصر من عناصر المجال 
(«] 1 هستمرة 8 ح * ٠9‏ 


“. ()؟ مستمرة 


للاحظ من الشكل المجاور: 
(0 الدالة غير معرفة عند 0 - * 
عت الدالة غير مستمرة عند 1[) - * 
|3020 - 1س , 6 - (1)؛ 
عصني>") ١‏ 
١ :‏ (1)1 + ز»؟ يرلل 


. الدالة غير مستمرة عند 1 - « 


©( ها درول 
5 .”. الدالة غير مسثمرة عند 3 > *« 





بقال للدالة ؟ مستعرة عن يسار ١‏ اذا كانت مغرفة عن يسار 8 .اذا حققت : 
(ه؟ - وك بكار 


[5-4-2] ثعريف: ظ 
23 يقال للدالة ؟ مستمرة عن يمين ١‏ اذا كانت معرفة عن يمين ١‏ ,اذا حققت ؛ 
زط - لا بسار 


[5-4-3] تعريف: 
يقال للدالة ؛ مستمرة على الفترة المغلقة [3.6] اذا حفقت ما يأني : ” 
1. الدالة مسثمرة على الفترة المفتوحة (طا,ة) . 
2: الدالة مستمرة عن يميق 3 وعن يسار ط . 


ابت ان الدالة مستمرة على 1 5 
([انثيت ان الدالة مستمرة عند 2 -ي# 
2-6 + :(2) - (2) 


نادم دج هدرو انيما ا 
001 | 


يا - 2-6 -8 - ( - 8) جار 
6 > (خ)ة؟ للل 2 يا - رط .:. 

(2)؟ - ز«)؟ صا 

*. # هنستفواة خقد ا - ند 





2 + 82 - (ق)1؟ 
2 + 2ه - (2 + تم سنا - ز«)ل جنا 
(ه)؛ - )1 جا 
.”. الدالة هستهرة عند 8 - 3 
*. الدالة مستمرة 2 < بر ا 


5 - 8 - (ه) ؟ 
ه - 8 - (: - 8) جسن - رع جار 
(ه) ؟ ع ل« ] ديلا قُ 


.'. الدالة مستعرة عند 8 > * 
.-. الدالة مستمرة 2 - هر ا 

الدالة همستعرة عند 2 --* , عند 2 < *«اء عند 20 > 2 
.'. الدالة مستمرة في 8 


مثال 4: اثبت ان الدالة "< -1/> (1)3 مستمره على الفترة المغلقة [1 , 1-]. 


الحل : 
(1) واضح أن الدالة # مستمرة على الفترة المفتوحة (1 , 1-) وذلك لأنها مستمرة في كل نقطة من 
نقاط هذه الفترة . ش 
فمثلا لو اخذنا 0 > > فإن : 

(4]0 -<1- ث*ع -[ايه | ع -1/ ا 
(2) الدالة 1 مستمرة عن يسار النقطة 1 > وذلك لأن 


(0 0ع م -الدون! 


(3) الدالة 1 مستمرة عن يمين النقطة 1- << وذلك لأن : 


(1 4 -0ح تير 1١‏ /ددما! 


١١ جدود‎ 3 


)| ان تكون الدالة 6 مستمرة على الفترة المخلقة [1,1-] . 


١ 





7” 


أبحث استفرارية الدالة عند 1 -* , 1---* 


, 5 23 


ابحث استمرارية الدالة عند 2 -: 8 :. 
© اذاكان ابحث استمرارية الدالة على 8 . 8 هم 
|6 -*2 |- رد«ة؟ 


© لتكن 
22 ع ق 
2< », م أ و 
5 4 


ابحث استمرارية الدالة عند 1- - 2 , 2/- * 
24 ش 
© ان سكس -رب«؛ 
ابخث استمرارية للدالة غتد 3 - * , 3- - * , 1 -* 


( اذاكانث الدالة مستمرة عند 1 - * , 5 - (1-)1 جد قيمة 8 2 طره 
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* نبذة تاريخية 
*[ 6-1] التفسير الهندسي للمشتقة . 
*[ 6-2] تطبيقات فيزيائية على المشتقة . 
*[ 6-3] قواعد المشتقة . 
*[ 6-4)] قاعدة السلسلة . 
*[ 6-5] معادلة المماس للمتهني والعمود على المماس . 
| "[ 6-6] الإشتقاق الضمثي . 
| *[6-7] مشتقات الدوال الدائرية . 











| المصطح 0 الرمز أو العلاقة الرياضية 


تركيب الدالتين 


(«)و , («) (00)و)؟ - 0 (وه؟) 





114 ١ 

















المشتقات عب لهب ارهن ه18 
نبذة تاريخية : 
إن أهم الاكتشافات الرياضية في القرن السايع عشر هئ اكتشاف حسبان التفاضل والتكامل 
من قبل اسحق نيوتن وكوتفريد وليم ليبننتز الذي بهذا الاكتشاف وصلت الرياضيات الى مستوى 
متقدم ؛ ويكون عندها انتهاء تاريخ الرياضيات الاولية بصورة رئيسة. 
وقد ظهرت في البداية فكرة التكامل وذلك مع ايجاد مساحات مناطق وحجوم اجسام واطوال اقوإس 
مغينة . ثم وجد التفاضل بعد فترة من علاقات المسائل على مماسات لمنحنيات» ومع اسللة خول 
القيم العظمى والصغرى للدوال. وقد لوحظ اخيرا بإن هناك علاقة بين التكامل والتفاضل وانهما 
وسنتناول في هذا الفصل مفهوم ” الإشتقاق “ من مسألتين شغلتا اغتمام الرياضيين الاوائل في القرن 
| السابع عشر ومنهم العالم الالماني ليبنتز الذي نشر بحثأ وذلك في سنة 1684 للميلاد » تطرق 
فيه الى مفهوم مشتقة الدالة: وقد عرافها بميل المستقيم ( غير الموازي للمحور الشاقولي) اي 
7 ان المسألة الأولى التي سنتناولها تتعلق بالمماس للمنحني عند نقطة عليه. والمسألة الثانية فهي ‏ | 
فيزياوية تتعلق بحركة جسم في خط مستقيم. ظ 





1[ 1 -6] التفسير الهندسي للمشتقة 


لتكن إ[رلا ,,* )8 . إإرلا ,,*) ط هن نقط للدالة ؟ 
ليكن 356 قاطعاً لمنحني الدالة في ( 3 ) و (6) 


6 يصنع زاوية قياسها 8 مع الاتجاه الموجب لمحور السينات 


ب “يا 


في لك 861 القائم في 7 
لاق د نمع 
0ق - بع - ري« - عام 


صط - ,لا - رلا > لاك 


علاط ب رح روط + ار 
ل * )7 الا 1 (2 ")1 > يلا 


اح جات نر 


. 5 2-) 
0 ب > را 


1 إع«دثك 7 لان ل 1- إي)؟ 218ذظ 

للعي لل للد ايبيل 85 - 13526 
م 1د 

اذا تصورنا بأن نقطة ط (أخْدت بالأقتراب) قربا كافياً من النقطة 3 لوجدنا « للك اخذت تتقارب من 
عدد صغير جدأ جدأ حتى كادت ان تكون ط هي 3 فإن ‏ 0 - عاك 

(*)1- (>دث 3 1 

فيقال لعثل هذه الحاثة بائها القاية قنداقة ‏ ل -ن-ا 


"| ان هذه الغاية إن وجدت فهي تمثل المشتقة عند النقطة ( ,لا ٠‏ ,) وهي تساوي ميل المماس 
عند النقطة ويعبر عنها باحدى التعابير الاتية : 


يكل جو 7 


0 7 





يصح لنا القول ان المشتقة عند نقطة التماس تساوي ميل [وم810) المماس عندها . 


ملاحظة : 
| التماس في المنحنيات يختلف عن مفهوم التماس في الدوائر.كما في الشكل(3- 6) 


5 أذا كان 
3 ميرى + د )1 
جد [2) ؟ مستخدماً التعريف 
الحل : 
(12- راث +12 


م 


7- 3+(«اث + 2) 5+ تإكا ن + 3) 


0 


اك 
#ز»دث )| +»دخ نو 





“اخ +9) عاث 


واه 15 ك لمق 
اد قبت 2 


ع 


2-3 ذ'يد 5 (*)ة] 
جد : (1)) باستخدام التعريف ‏ 
11 عرعث +11 ماقا و 
2 + يك 


2 -3 + ج26 +[ ليه 


م 


2- ««ثعوال 2 - جاث +4 لي 


جحلب هخ للد 1 
2+ ع#«كخجول لذ ا 
4 - جاخ +4 
للد تقتتقاء 
(3 جدخره وال عر الصارة 


٠ 1 1 1‏ 
باع لخ ساس تة نس ا (1اقث 


4 200+ 4ل 


كلأيا - 
لاك 


رمه 0 + ا جد (*) 4 باستخدام التعريف . 


[«]1- (عدام+ دا ونا 8 ا 
0 1 





ا#«شعع 3 -33 
(عدث + *)» 


د 


3- 1 غنخخة-2ة -3 
د( سس »_تالشلك) ولاع وس م 
(0 +ك«ا)» 1 (ات كا » غلك 


[6-2] تطبيقات فيزيائية على المشتقة 


(554عههامدة0) الازلحة - البعد عن موقع بداية الحركة - (4) 8 - (1) 5 


السرعة (بااعماءلا)- (4) لا 
التعجيل (73006511عاععع8) > (1) 9 


5 النفاشل 
ياك كلاد ال" اممو صب ()) 5 
3 1 (1) م 
ف ظ 
التعجيل السبر عنة الازاحة 
)9 السرععءة الآنية البعد عن موقع الحركة 


.'. مشتقة الازاحة > السرعة 





جسم يتحرك على خط مستقيم وققأ للقاعدة 
8 +56 + ]3 - (غزلمء- 5 
حيث (1) م الازاحة بالامتار والزمن ؛ بالثواني ٠‏ جد سرعة الجسم الانية باستخدام التعريف . 
(أام- رقت غ)م 


صا ع () م د (غ)لا 
اث آلاك اا 


(8+ + 3]2) - 8+زاث +)ة+ لك 30 


ا 
55-8 - 30 -سقعكخ 5 +ؤأ5 + زقخ) 3514+3 61+ :31 


أ 


(5 +كحة +66) الى 
السرعة الفية ءإثا 66+5« غدل ل -اه 
ها 


٠‏ لتكن (6)م سرعة جسم بالامتار على الثواني حيث : 0 +126 - :]3 - زايا 


جد : © سرعة الجسم في نهاية 3 ثواني الاولى من بدأ الحركة . 
ا( جد السرعة عندما التعجيل - صفر 
الحل : 


٠ )3( - 3)3(2 - 12 )3( + 0‏ 
0 + 27-36 - 
السرعة في نهاية 3 ثواني الاولى .م /ثا 41 - 





7” 


5ك كن +] ب 


331 


مانا > وا 


(50 +126 -34) - وى + زند +1) 12 - زان جا) 3 


أت 


للا > 


تاد زاك 


كذ 12 - زان )3 + أن أق 


97 1 
(12 -غث 3 +86) ونا > 


- 6-120 


ذا 2 عم 





0+ (2) 12 - :(2) 3 - (2» 
50+ 24 -12 - 
السرعة عندما التعجيل - صفر- «إثا 38 - 


يقال للدالة|«)/قابلة للأشتقاق (مدناء ددا عاداداامعع!!امإعئد ,<< اذا امكن ايجاد (/*) أويمكن 
القول ادا وجد مماس وحيد للمنحني عند |* -* تكون الدائة قايلة للاشتقاق عند ,* - * , 
وتكون الدالة قابلة للاشتقاق اذا كانت قابلة للاشتقاق من جميع عناصر مجالها . 






أ ع ف 7 5 5 إن 3 13 5 7 1 
ا 2 0 1 أن 5 3 [نأة ان + عفة 11 ١‏ 
تعكن (١‏ تسا التهر يهب : لذالة [7) | قاينه للامطافة عنة النقطة ا 
ينه تبي بابب با ابي يبري بوي اسم مسي سير يبب بي بصي سير بسي مسي ستو مسي سس سير بصعي سس سر مس سس مسري سس سيري م سيري بصو رييددر 


١ |‏ الدالة( »*) ؟ قابلة للاشتقاق عند النقطة ( 

؟! (ط.3) 2,* اذا تحقق الشرطان الاتيان : , 
[1) الدالة مستمرة في [ ط.ه] ١‏ ظ 
لمك إلنلث + ,1 ١‏ 








١ 
ا‎ 
( 
النهاية موجودة‎ )2( ' 
١ 





في الاشكال الاربعة اعلاه: 

شكل (2) : الدالة قليلة للاشتقاق لانها مستمرة ولا تحوي حافات حادة واي هماس يرسم للمشخني 
في آية نقطة لا يوازي محور الصادات . 

شكل (6): الدائة غير قابلة للاشتقاق عند الصفر لوجود حافة حادة. 

شكل (ج): الدالة غير قابلة للاشتقاق عند الصفر لان المماس عند 0 - * رغم انه وحيد لكنه 
بوازى محور الصلدات قلا ميل 4ه + 

شكل (8): الدائة غير قابلة للاشتقاق عند الصفر لانها غير مستمرة عند 0 > , 


دما 


لتكن 


8 ع جهذأابغع 
اذا كانت 1 2- * 2233 


1 
أذا كانت 1 << * 2+2 


##ارسم المخطط البياني للدالة ؛ : اثيث انها مستمرة عند 1 - « 
هل الدالة ؟ قابلة للاشتقاق بين ذلك ؟ 
الحل : 
|02 3+ :د مدر 


يي" 





برهنة ؟ مستمرة عند (1) 
34+ :1 - 11 


بط >4 > رقخم 


اده - ممم 


'. ] مستمرة عند 1 -* 


(1)1؟- زعادث :+ 1)1 


«يا > 1)؟ 
6 


2-4 دش + 2/1 


عل 


5-2 2+2 
2-1 للد 


م 





3-4+ #زعادش+ 1) 
ا 
1-ذرعدث إخععث 1-2 
م 


(لاث +2)دث 


(8)!- »اث + ش)1 
كك 
(3+*ه] -3+ + روث + د) 9 


ف 


3-832-3+ #(سنم )+ عدث 25 2ق 


م 
اث +23) در 


م 





؟ قابلة للاشتقاق عند 3ع-* 
* قابلة للاشتقاق 1 > * 9 . 
5 1< 983 
0 (23+2)-2+إ(عاث + 23 
ع 


23-2 5-2-23-2 


0 


له للاشتقاق عند 8 - * 00 ” 
مسسعي ‏ 1 < * " ( الدالة قابلة للاشتقاق1 <: * ”7 ) 
الدائة : 


9 
قابلة للاشتقاق عند 1 “* < ,) 1 > * ا , 1 < * 
برهنا ؟) 


8 ع هم +] 


كانت 1 1 


اذا كانت 2 > * | -غك 
8 5 55 -« 
و هل الدالة قابلة للاشتقاق عند 2 
هل الدذالة مستمرة عند 2-2 ؟ 





ك7 ابلا 


(4)2- لاع 1)2 / 
ج777 يا - (2) 1 
ع 


(4+3)- 3 مترعدث + 2) 


اا .3" 
ا عطاق 


كا 
3-7+ 2 عاك )ا جعاث 4+4 
لسلست آآآأناآ 


1" - الك 


0 


(»ث +4زعاث 
نا-4 - 
غثك 


42+ 5(-1-7 


'.* الدالة قابلة للاشتقاق عند 2 - « 

:'. الدالة مستمرة عند 2 - يم ( اذا كانت الدالة قابلة للاشتقاق عند نقطة فانها مستمرة في 
تلك النقطة ) 

لكن العكس غير صحيع كما في المثال الاثي : 





9© 
8-8 :]1 
|١3-*اء‏ ؛؟ 
برهن على ان الدالة مستمرة عند 3 - *« 
ا( هل الدالة قابلة للاشئقاق عند 3 - *« ؟ 


الحل : 


3 < يا > 3-#»*» 
5 


3 جح ياه 500 


1)3(-3-3-0 


با 0- 3-3 - (3-ممخ ونا 1 


1 
با-3-3-0-دودة) ونا 


55 - 5 9 
موجودة ‏ ()-إ)؟ لبك 5 
(3)؟ - 0)؟ بايا . 
ب*. للذالكهة مستمرة عند 3 2 هجر 





واه 1-:- 


3 # وطلاء”. 
الدالة غير قايلة للاشتقاق عند . 72-3 


من المثالين السابقين يمكن استنتاج المبرهنة الأتية والتي سنقيلها بدون برهان . 


الرموز المستخدمة في المشتقة : 


لتكن | («) + -” 
3 


لاك 
المشئقة الاولى - ((0) اس - الح (») ]لا 
ذف ف 


عدت سير 
و سد اجون 
دم 
لمنحني الدالة عفد أي نقطة (لا,*) من نقطه . 





[6-3] قواعد المشتقة 


أي أن 0- دس 
3 


0 - (0؟ + 5 - رعة؟ 


0 - 65 2 إحرم؛ 


ع “)2.1 ْ 
حيث (140 81 ع * , 8 عام 


فآن ١-"»رم‏ - (*)؟ 





اذا اكانت كل من 1 , 9 , ١‏ دوال قابلة للاشتقاق عند < وكذلك 1 2ت 
(«ا وء - («)ة | 
| «ا وه »1 0 


وه غومو- 8 
(«) مع رمو - »م 


1 
مب ) 10 - وتام © 


| 10 - وام 


م 
لاك 


- 10 ) 
25 


5 
(«اط . كو > (« ] 
(«)و وغط+ زمه »)و - روم 
١‏ مشتقة حاصل ضرب - الدالة الاولى : مشتقة الدالة الثانية + الدالة الثانية ‏ مشتقة الدالة الاولى! 
د التين 





(5+”2) إثها -ة -3) - )1 
(*ا5- 2-) (5+ '2) +زةع4 ١‏ ) ر(ت»- ع2 -3) ه ز«)؟ 


)ةا ز«)و- )و رعسم 
(الالنا 


- الال 


المقام ٠‏ مشتقة البسط - البسط < مشدتقة المقام 
3 اصل 3 #والة - ٠س‏ سسبببببااا-ا-سسهم 





4© + قب 


5 + تير 
(1()2 عكدة+ةع»«)-ر3 ع2 ركى نع 


“5 +ت») 


() 1 - رعدث +1 
لخعطل هويا - (ز»ن 6) 
م 50 دك 


اذا كانت هذه الفاية موجودة تسميى المشتقة الثائية للدالة ؟ بالنسبة الى * ويرهز لها بالرمز: 


م 


0 


0 به 20000000 
( («)ة) _ل- - 8 إ*«ة 
0 0 


وبالطريقة نفسها تعرف المشئقة الثالثة والرابعة 





اذا كان “(*-1) - لاجد لاء لا عند 2 - 


الحل : 


تزع« 1) حي 
(1ح) 3-2 د ير 
*ز-1) تعد ير 


عند 2-*« 
3--3)1-2(2-دي ٠:‏ 
لاع) (-1) 6- حي 
(*-6]1 ا 

عندما ‏ 2-ك* 

6- -(1-2)م6دي 





توق تحر نمرين (1- 6 شر سر 
2 


20+ »4 + ©32-(»)؟ باستخدام التعريف جد (1)؟ 
١ ١ ©‏ -(*) © جد اوسع مجال الى الدالة ومشتقتها . 


ا طلست -(*)؟ حيث 1 + * جد باستخدام التعريف(2)2 


© ابحث استمرارية وقابلية الاشتقاق لكل من الدوال التالية عند قيم * التي أمامها : 


7 اذا كان 2 > * 1ه 
1 - (*)؟ 


اذا كان 2 < يي 77-1 


عفد 2 - 2 
اب اذا كان 1- < 2« 


اذا كان 2-2-1 


عفد 1--خ* 
جد ع © طابرق 
اذا كان 1 2< # 5+ 


اذا كان 1 2< طا+ عنه 


اذا كانت قابلة للاشتقاق عند 1-* 





© ع هع 
6١‏ -<ك | - إ«نة؟ 
هل الدالة قابلة للاشتقاق عند 5-3. 


0 باستخدام قواعد المشتقة جد المشتقة الاولى لكل مما يأتي ازاء العدد المؤشر امامها - 


عند 1ع« 8 جيك + تبرج - )© 
عند 2-2-1 أسبييبي- - 5 © 


+3 ٠ 
3 6) 0 1 عند ()<-ير‎ 


عند إن سير مخ د و© 


+- تيم 


5+ <«3لرة عدي جد لاالاعتد 1-*. 





[ك-6] قاعدة السلسلة اناا تلقتات 


<< 6قابلة للاشتقاق عندم ‏ (4)8 - لإا 
ْ 9 قابلة للاشتقاق عند « (*)9 - 5 
( 46 اك فاك 


اذا كان كل من 5+ 38332 كن و 3+ #«هودم 


0 17 


أن 


(4) 60 - 
4ل - 
جيك عدر ا 
(3+:4) جه ع .:. 
2 + 96 - 


حل آخر : نعوض عن قيمة 5 في 367+5- لا 
5+ «ك) 3 د بر > 





(4)زةاهرة - نو 


07 
ديرق 234 سداد 


ل 
9733 د 


02 


ا عا ات الاك 
9 قايلة للاشتقاق عند م6 (0|5 -* 
له 7 ك0 نز ك 


لك مك 00 








اذا كان 2+ م3 +2ى - بر 
1+ ينث عدم 


اله 
جد عندما 2 ع يز 


ع0 
الحل : 


(2) (20+3) ع 
6 تلك - 

[ كم 

بك 

6+ ( 1+ 42 0-6 
5+ 4+ يا8 - 
10+ *8 د 
عند ديز 


بذك 
01 


) إذاكان (*)1 ١:‏ (*)9 كلاهما قابلة للإشتقاق عند )27 2 


(9)0)؟ - واروه؟) 
(«)9 (او)؟ - و«ازوه؟) 


ظ فإن : 





[6-5] معادلة المماس للمنحني والعمود على المماس 


نغوض قيمة ,* في الدالة نحصل على ,لا ( لان ( *)1 > /ا) النقطة |[ إلا ..« ) نعوض 
في المشتقة الاولى نحصل على ميل المماس عند تلك النقطة . 


جد معادلة المماس للمنحني * (**«-3) > (*«)1 عند 2-2 
الحل : 
1- *ر(4-ة) - 12 
النقطة (2,1 ).'. 
لس) تر 3) 4 - )1 
(4-) *(3-4) 4 » (2)) 
ميل اتساس 16- (4) *(1-)4- 


[-س:- 32 16 
0 > ]1 + 32 ديز - 1 
- 31 - يز - عرق1 





جد معادلة المماس والعفود على المماس للمتنحني >2-1(5) » (*)؟ عند 1 » * 


الحل : 


1 - 2-1(6) - (1)1 
نقطة التماس (11). 
ميل المماس في اي نقطة (2) *(1- 22) 5 - رم« 
“(1-»2) 10 ع 


ميل المماس في نقطة 0 - *(2-1) 10 - (1)؟ 
1 -لا 

10 - 
*- 1 


1-ما > 106-10 
ا- وديجك 14 


1+ ع<- > 10 - /1 1[ ى 
10-1 - نيزنا [جي 


فغادلة العمود ‏ 0 > 11 * + بزإ0] 





جد معادلة المساس لمتحت المدائة (*:)(159)- لا عند 1-*«د اذا كان 
« 3 > (ع«ا)ة 


9)*( - 2+5 


[(اه] ؟ - (*) زوه؟) 
5 _- 
5+ جقاة ديا 


رعق - (ا) زوه؟) 


23 7 5+«3) 00 - () زوه؟) 


#3 0 2( ْ - (1) زوه؟) 


غ8- الاك - 1[ هر > 
معادلة المماسص ‏ 0- 7+ لزك4-ز 





[6-6] الاشتقاق الضمني اأناعرع] ]آنا أأع ذاحرما 
حين تكون لا دالة معطاة في ا أي (*)؟ لا . فيقال ان الدالة صريحة ويسمى « بالمتقير 
المستقل بينما لا بالمتغير التابع . ١‏ 


5 - آل +3« معادلة دائرة وهي ليست دالة . 


لكن © - 25 - تل 
تعر 25 ابد جح لز شكل (86-6) 


فلو رسمنا © - 25 يه -ل/ا8ا لوجدنا انه يمثل نصف الدائرة الاعلى خما في الشكل [6-7): 


5 


شكل( 6-7) 


-5 3 


وكذلك #2 - 25 'ي.- > لا وهي تمثل نصف الدائرة الاسفل الشكل (6-8): 
ولكل من العلاقتين ؛: : 


| مد كجل دو 2 25 ل - حير 

بعثلان دالة مجائلها - [5,5-] 

أي أننا عرفنا دالتين ضمن العلاقة 25- 2+ 7< والتي كما اسلفئا لا تمثل دالة يقال لكل من 
د وول عبو 0 . 25-2 ل - حبر واإلة ضمتية, 


| ولإيجاد مشتقة العلثقة: لتكن ‏ ( *)! حلا 





7 


5 - * إ(«)4) + تير 


0- )1 ((م») 2+ »2 


17 8 
ع كا 


5 ا نه 
ححححه لل +1 إن 0 


ا 


اذا كان ©«- 
/ا7 - “يا - 2 جد 


لاك 


0 





جد معادلة المماس للدائرة التي معادلتها 25 - *لإ+ 7< عتد النقطة (4 ؛ 3-) 
الكل : 


16- بيك - 0+ و3 
() د 25+ يريك - يزق 


اذاكان 10 - تير + 2 اثيت ان : 


الحل : 
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جسم يتحرك على خط مستقيم وفقا القاعدة 3+5 +202 -3ع وحم لاد 
حيث [ 1)ط الازاحة بالامتار.1 الزمن بالثوائي ؛: جد السرعة عندما التعجيل - صفر 


1 
السرعة 44+3 - 2 (3) ل - (4)ا م 
3 


التعجيل 4 - ؛ 2- (4) م 
اك - 1 2 

4- 2-0 

1- 2 

1-- 8+3 -4- (2)/ام 


<< التكن (04 سم ا سرعة جسم يتحرك على خط مستقيم ‏ 36-6149 - إن 
© جد السرعة عندما 6-2 ثا . 
© جد السرعة عندما التعجيل - صفر . 


الحل : 
9+ 6)2 - :(3)2 - )69 
سواثا ‏ 9- 12-12+9 - 
التعجيل 64-6 - (/“ 9 
0 - محيى 
6 > 1ن 
4-1 
السرعة عندما التعجيل - صفر سم/ثا ‏ 6 - 3-6+9 - (1)؟ 





اسم خحن تمارين (6-2) سس 


اذا كان + 3/2 زعرق + تيرج +1) - اه © 
2 - ()؟ 
جد ؛ (0) (901) 


3-5 مراع © 


إذا كان 302+3-7 - ل ٠‏ 
2+1 دم 
ال سيا 
1 عندما 1 - *_ . جدثيمة 5 
0 
اذا كان ؛ 4+م2+نم3 - 1 0 
505 ددع« 
0 عئدما ‏ 1[ - 7 
0 


إذا كان 7-20 -تيرج + ةير لت 


برك 
ا 


اذا كان 2 - هري + تبكر هه 


اثيت ان 1-- عند (1.1) 





© جسم يتحرك على خط مستقيم وفق القاعدة 7 -24143-[4)م 
حيث:( 6)4 الاراحة بالامتار ٠‏ الزمن بالثواني 
جد سرعة الجسم بعد 2 ثا من بدء الحركة . 
ا( جد الازاحة عندما التعجيل - صفر. 


© لتكن (1 “ا سم/رثا تمثل سرعة جسم يتحرك على خط مستقيخ وإن 
3+5 تع ه | 


جد السرعة عندما التعجيل - 8 سم /ثا 


(© جد معادلة المماس لمتحني الدالة 
3 +2 | -(»«)ة عندما 1- -ي» 


9 اذاكان  :‏ - » - رمم 
[1+»2/- رمو 


فور تب 
عيه سبد كم 


جد معادلة المماس للمتحني («/(09؟) عند 4 - « 


© جد معادلتي المماس للمتحني 2-50,0-15/و+ة»دا عند 2- - لإ 





0 


[6-7] مشتقات الدوال الدائرية 15مأأمباة عقاعءأت فطة أه ويناغع يصموط 
عرفنا سابقا ان المشتقة الاولى للدالة 4 عند 3 -< هي ؛ 


(3) 1 - “اك ذا 1 


بر" 
ها 


ويمكن إستخدام هذا التعريف لبرهان ١‏ : 
6865 ا« مس7 
9 1- |« 4 +1 
م 


3 لك ع أعر ثر جعر رز 
عم - ردي اما ليوات 
لا كلك 


0 


5111 - )7 خم 5[11 76 كمع + )عداثر كمع عت راق 50 
1 كلق 
م 
آً -1( - 
ظ *اث 510 <ا 5م12 (< م _5مع-1) < أذ م - 
اال 
ا 


قم لرا5 عام 5قمع-]1 


ًا عد كمع يب 
اح ايك 
ا ا 


1157| ؟ وزو عاد 
الات لايك 


1 # دمع + 0< نرزّق - ع 


- 605 


جا س هو « 5 
جتا س هو 65 
أمقوصقة ظا س هو >< 1 


811 هه تا س هو *<ا امع 


14 قاس هو ع56 


الاقعع كمه فتا س هو ا ع5ع 





9 2158 
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القواعد الاخرى سنطرحها بدون برهان : 1 
لاوم - (الزامزو) ب 
»دك 


5 . 5 ذمع صير قا وأا5 اسه 


5 
بودواة د دب هوج دا 
نه 


ل م53 1لا 
6 نك 





دل 2ك تعهوه د 3يز روخ سك 
0 

بزل 00 
حب لل لووج - - 1 01ج سس 
عدم ْ دل 








0 
(8) . «8 تعوع - د عق اوج سدم 
نك 








7 0 
6ه (4) . »تك ها يرك عمو - يرل عمو سب 
0 0 


5 5*2 أمع :5 موع - د يرو عوج سد 
عد 


(1+ئناك+*<7) صقلى - ر)؟ 
جد )؟ 
(ك+ع«د4 1[)1+«4 +::7) ومع - :)1 
(1+«ك+ة<7) ومعرك+:4 1) <- 


*]ة ماه - زع»؟ 
+ ب مزه - 
0 1 5 1 
]تومت ايا سد 1/3600 . 7ع همه - (ن)؟ 
3 
* ]ة ومع 
1 7 


1) > ©2053 7« 

ل« ك5مع) > “)1 

(7-*7 صنسع) *ل7 ومع) 3 - )1 
7 ثزأ5 7 2 ومن 321 - د 





«اك ععى + ياد مها - 32 ومع > (<)] 


ع«ك مقا يرك عمه ك ع يرق تعوو 5 ع ير3 وزو 3- <- «)؟ 


جد معادلة المماس عند 0 > * للدالة »ا 5مع ك + < مأك 3 - (2)؟ 


الحل : 


* كمع 4 + ع مأك 3 - ()؟ 


4 - 1 * 4 + 0 - 0 ذ5مع كل + 0 مأك 3 - )5 


نقطة التماس (0.4) 


« متك ك4 - < دمع 3 > عن + 
0 مأى 4 - 0 5مع 3 - (0) ] 
يل الفطاين ‏ دسا ووت وك 


ولاللا 
5 
اننا 


4 -لا د 
(ا حير 


4 ين-*3 
معادلة العمالس () - ك + ين - يرق 


+5 ممه ) ع عن؟ 
جد |1 


“زيد5ة عوة]) - |1 


*5 اهلقا يرك عهق) “5 عهى) 3 - (*) ) 


عد وها 5 لعهم5 15 د 





7 جسم يتحرك على خط مستقيم وفقا القاعدة: ‏ 24 3605 - (4)م حيث[ 1)م الازاحة بالامتار 
٠‏ 4 الزمن بالثواني. جد السرعة عندما 0 - 4 , جد التعجيل عند لك - » . 
الحل : 
2 ماد 3- - زغ)م 
24 ماد 6- - 
السرعة عندما 0 -؟) عهؤارم 0 - 0 مأى 6- - (0)م 


2 21 ذمع 6- - لغ م 
' ]2 5مع 123- - 
١‏ 6-- 6 12- - ل وون 13- - زم 
د 2 3 جا 


اوسن تسارين (6-3]) 7 
6# يي للا 2 (7*« - 5) قلق - بن 28 

3 5مك ع3 مأك ع يا 00 عوى ‏ - ب © 

(2+1«) كعهه د ير 03 ك4 امه 3 - بر 0-0 


“3 كمع - 32 مأى) > لإ 22 


| 00 اذاكان /ا3 -<«4 - #لإاماة؟ جد امه 
ئ 3 


- 1 
“ههه 3 - | عه ثماة ست 840 | ل 





7 


ثاى ك "سس انظ ب 


* “ا 5م62 + 2) 605 +2 


© جد :ار 
ع “لزي - »« قمع - بر 
© جد معادئة المماس للمنحني صلق + 22 هلم > (»ن؟ 
1 
2 


جسم يتحرك على خط مستقيم وفقآ للقاعدة ‏ 24 605 - 24 م81 > (1/م 
حيثك (1) م الاراحة بالامتارء 1 الزمن بالثواني. 
جد كلا من بعد الجسم . سرعته وتعجيله عندما ‏ 4 / ]1 -4 


عند 


© اذاكان (4) “ سم / ثا تمثل سرعة جسم متحرك على خط مستقيم حيث 
يلك 
4 4 
جد السرعة والتعجيل عندما 1 - 4 


لكك - 2( يا 
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07 
الهندسة الفضائية ( المجسمة ) لامع معوم5 


توويك 
سبق ان درست في الهندسة المستوية كلا من النقطة والمستقيم حيث رمزنا له 88 أو ا 
واستخدمنا الرمز 68 للدلالة على قطعة المستقيم 8/ #السس ل ا 
8 

“والرمز|| 68 || للدلالة على طول القطعة المستقيمة 88 

وسندرس مصطلحج هندسي يدعى المستوي 1306م وهو الذي لو أخذت عليه اي نقطتين ووصل 
بينهما يمستقيم لنطبقت جميع نقاط ذلك المستقيم عليه مثل زجاج النافذة + سطح المنضدة + ساحة 
ملعب كرة القدم :.... 

وهو بلا حدود من جميع جهاته ويمثل على شكل مثلت 21383016 1. مريخ 5©113158: مستطيل 


ْ "| غاومقاعمط متوازي اضلاع 1 لوماعااقءة"ء شبه متحرف ل أمععدرة: 1 


دكرة ماع ا©: ...... ويرمز له ()7) أو (لا) ويقرأ المستوي ا أو / كما في الأشكال الأتية : 


لالقلاه .: *.... ار 


ودرست العلاقة بين النقطة ( 6014 ) والمستقيم ( ©115) التي يحويها مستو واحد كما درست بعض ظ 
النجسمات مثل : 






ا 





سشروعة موشور عن 





كسما شاهدتها كالأجهزة المنزلبة ( الثلتجة : الغسالة ؛ المبردة + التلفزيون ٠‏ 0 
وهي تمثل اشكالاً هندسية ذات ثلاثة أبعاد وتشغل حيزأ من الفراغ وأن دراستها تسمى بالهئدسة 


لم0 


ا 1 
ل 0 
ذش ١‏ 








اا 
مله 
لاحظ الشكل الاتى للاجابة عن الاسئلة الآنية: 
ا(إ- المستقيمات التي تمر بالنقطة .2 
#- المستقيمات التي تمر بالنقطتين 8 , 8 معآ 
(- المستويات التي تمر بالنقطة .4 
(ل- المستويات التي تمر بالنقطتين 8 و 8 معأ 


اجو 


لاحظ الشكل الاتي للاجابة عن الاسئلة الآنية: 
عمسو مسي 
(- اذكر المستويات التي تمر بالمستقيم 2/8 








لاحظ الشكل الاتي للاجابة عن الاسئلة الآثية: 
ا(- اذكر مستقيماً يمر بالنقطة /0 

#- اذكر مستوياً يمر بالنقطة 4( 

ا(#- اذكر مستوياً يمر بالنقطتين !8 , 2 

(©- اذكر مستويأ يمر بالنقاط 0 .8 . 8 
9- اذكر اربع نقط ليست في مستو وإحد 

166 





هما سيق 3 نستنتج : 
[7-1] عبارة اولية : 
لكل ثلث نقاط ليست على استقامة واحدة ,1/563اادء - 1401 يوجد مستو واحد 


(وحيد) يحويها 


ومتها نخصل على : 
الل لكل مستقيم ونقطة لا تنئمي اليه يوجد مسئو وحيد يحويها. 





7 | © لكل مستقيمين متوازيين يوجد مستو وحيد يحويها . 





| [7-2] العلاقة بين مستقيمين في الفضاع: 
(ل المستقيمان المتقاطعان 1965| 159اع1018:56 : اللذان يشتركان بنقطة واحدة فقط وهما في 


معنتو و أحد 





1 
1 


ل 


35 المستقيمان المتخالقان 11565 #ا518 : اللذان لا يمكن ان يحتويهما مستو واحد ( أي انهما 
غير متقاطعين وغير متوازيين ) 


نشاظ: 

من الشكل المجاور نلاحظ 011 . 8 متخالفين: 
© اذكر ثلاثة ازواج من المستقيمات المتوازية. 
© اذكر ثلاثة ازواج من المستقيمات المتقاطعة. 








[7-2-1] العلاقة بين مستقيم ومصتوي : 
| الل المستقيم الموازي للمستوي : اذا لم يشئرك معه بأية نقطة أو كان محتوى فيه 








(9) 8م 00-2 م قم , 0 // هم 
| © المستقيم القاطع للمستوي : اذا اشترك معه بنقطة واحدة فقط ظ 





(ع)- ن ماقم 


و16 -- 5 


[7-2-2] العلتقة بين مستويين ف الفضاع 
ال المستويان المتوازيان : اذا لم يشتركا بأية نقطة 





2 - م موم] 


00 // )9( 





, 


| © المستويان المتقاطعان : اذا اشتركا بمستقيم واحد فقط 





ع قم - رم دوم 


نلاحظ انه إذا اشترك المستويان بنقطة فانهما يشتركان بخط مستقيم يحوي جميع النقاط المشتركة 
بين المستوين المتقاطعين ويسمى ( مستقيم التقاطغ ) ويكون محتوى في كليهما 





هما تقدم 3 نستنتج: 
(©اذا توازى مستقيمان فالمستوي المار باحدهما ونقطة من الاخر فانه يحويهما 


0 8م 
ع 
(#) - 6 
فأن *«) - 60 
المستوي الذي يقطع احد مستقيمين متوازيين يقطع الآخر. 
ا 
6 ررقم 


.8ه يقطع (6<) في ع 
6 يقطع (*) فى 6 .". 


اذا توازى مستويان فالمستقيم المحتوى في احدهما يوازي الاخر 


(7) // كام 
مح قم 


| ال اذا وازى ضلعا زاوية ضلعي زاوية اخرى تساوت قياسهما او تكاملتا وتؤازى مستويهما 
ظ 100 

66 م5 

3 >> م 2ت 1ع سن 

(/) // (*), 2180 3 عه ور+ 2 عه مم 





[7-3] مبرهنة (1) : 0غ,ه 116 


0) // (*) 
هم - (2) م ا 


8 - (2) م رم 


5559 ل قم - (2) مونم 
66 5 


(مستقيم التقاطع يحوي جميع النقاط المشتركة (2اء قم وات كم 88 
بين المسستويين المتقاطعين) (2) - لاي 6 252 


فى (2) ذالم يكن 0© // 88 فسوف يقطعه في نقطلة مثل ع 59 
(مستقيم التقاطع يحوي جميع النقاط المشتركة 0 ع ع ج ا © همعط .:: 
بين المستويين المتقاطعين) 0 عع د رم ع موعء 

(لاشتراكهما في نقطة ©) (*) صموتراع كان 


دهذا كلها الفوض حت :7/7( 
لذن 86 الايقطع 0© عش عش ةا 
إيتوازى المستقيفان اذا وقعا في مستو واحد وغير متقاطعين) 10 /' قار , 


ف قدجيع 





[0-3-1] جه ل: 
المستقيم الذي يقطع احد مستويين متوازيين يقطع الاخر ايضاً 


المعطيات: (/) // (00) ,. 88 يقطع (6<) في 8 
المطلوب اثياته: 88 يقطع () 


البر شان :. لتكن 98 ع 


إيمكن رسم مستقيم مواز لاخر من نقطة لا تنتمي اليه] 0 158 //8 ترسم 
نعين (2) بالمستقيمين 66 , 8م ( يتعين مسئو وحيد بمستقيمن متوازيين! 
( خطا تقاطع مستويين متوازيين بمستو ثالث متوازيين)28 . ///ا2 


انن 8.8 يقطع (/9) في الا 
قلخ افيض ان 
[7-4] مبرهنة (2) ؛ ترعىرمهم1 


آ اذا توازئ مستقيمان فالمستوي الذي يحوي احدهما يوازي الآخر 


مومه مسقههم ا وهم 
() ح هع , مه ررقم 


4 8 

0١‏ | المطلوب اثياته: 7 لا 
بها لصسصطيي / 15 8م 
ب- ١‏ 0 م 03 


١ 





البرهان: اذا كان 88 لايوازي ( 6") فيقطعه بنقطة مثل خ 
(معطى) 69 // هم : 
[المستوي الذي يقطع احد مستقيمين متوازيين يقطع الاخر) .'. () بقطع 3 
5 وهذا خلاف الفرض لان[ 3) ع 28 
انن قله لايقطع (") 
00 هم 


7-1 ]ل عوعة 0 1130100 
المستقيمان الموازيان لمستقيم ثالث ( في القراغ ) متوازيان 


اليرهان: نتن ٠‏ خم 
بالمستقيم ا ونقطة 8 نعين (") 
إيتعين مسثى وحبد بمستقيم ونقطة لا ثنثمي اليه ] 
إن لم يكن لاع ع ٠‏ © هوك يمه نم 
)*) يفطم 78 وهذا ستتعيل 
| المستوي الذي يقطع احد مستقيمين متوازيين يقطع الآخر ) 


00 »اا 


في ()<) ان لم يكن >1 // ا بفيقطعة في نقطة مثل 8/1 
ينتج وجود مستقيمين مرسومين من 1/1 يوازيان 1 وهذا خلاف الفرض (إعبارة التوازي ) 
ان »ا لليقطع .] 
ينا سو وو 


ا /ثا..| 





[ 7-6] مبرهنة (ك4): 71607801 
| مستقيم تقاطع مستويين يوازي كل مستقيم محتوى في احدهما ويوازي الآخر 


هم - 0 م وا 
عجمل م شقغله»#م 
00 // 50 . زم ع مت 


عه وهم 
620 /'/ قار 


: ' .»مه ههه 
0 - م6 ,هم 
' (معطى) (*) // 68. 
شي (؟) لو كان 20) يقطع 8.8 لننتج ان 0© يقطع ا) 
(مستقيم التقاطع يحوي جميع النقاط المشتركة بين المستويين المتقاطعين) 
وهذا خلاف الفرض حيث 





[7-6-11] نتيجة (1) 
إذا وازى مستقيم مستويا معلوما فالمستقيم المرسوم من أية نقطة من نقاط المستوي موازيا 
للمستقيم المعلوم يكون محتوى في المستوى | 


00 // 8م , اا عع 
كم // مع 


260 © )( 


د 0-0-7 
ان لم يكن (3)_- 0© فيكون قاطعاً له في نقطة © 
“. (06) يقطع 88 ( المستوي الذي يقطع احد مستقيمين متوازيين يقطع الاخر) 
وها خلاف الفرض حيث () // 88 


'. اذن 0© لايقطع [)3) بل محتوى فيه 





دا" 
( تابي اذا احتوى.كل من مسئويين متقاطعيين على احد مستقيمين متوازيين فمستقيم التقاطع 
يوازي كلا من المستقيمين المتوازيين 





المعطيات 
ظ نام / ركظلظ , |10 © لان . زات ع كلض , اع - (لا) كص ر(*) 
ا موه موإصصه مه | 
ْ نات , مض / راع | 
البر شان : 
إمسطى) نا // هلم | 
98 0ت | 
١ . 1‏ ْ . عه 
(اذا توازى مستقيمان فالمستوي الدي يحوي احدهما يوازي الآخرا (7)/ / قال :, 
دو 
|معطى) () © قله '.' 
2 5 كيده هه 
| مبرهنة (4/مستقيم تقاطع مستوبين يوازي كل عع // هَى:. 
مستقيم محتوى في أحدهما ويوازي الآخر) 
5-0 . 0 شٍِِ ا 0 7 جرح وه حم 
( المستقيمان المولزيان لمستقيم ثالث متوازيان ) كز لدت 
20 


176 













.هه لوك كر نارين (7-1) سر 


1 / اي من العبارات الآتية خاطئة واى منها صاتبة وبين السبب : 

.)(( ذاكان ()/ قم فيوجد مستقيم وحيد يوازي 288 ومحتوى في‎ - ١ 

ب - يوجد مستو وحيد مواز لمسنو معلوم . 

ج - المستقيمان الموازيان لمستو واحد متوازيان : 

د - اذا وازى ضلعان من مثلث مستويأ معلوما كان ضلعه الثالث موازيأ للمستوي المعلوم . 
ف - المستقيمان المخالفان لمستقيم ثالث متخالفان . 
و - اذا كان (36) ء (7) مستويين غير متوازيين فانهما يتقاطعان بنقطة واحدة . 
ز - اذاعتت ب(ها) ع 8 , كشرفان ( 8 ,)ع إ(ذا) م كالم 

خ - كل مستقيم يمكن ان يمرا يه عدد غير منته من المسئويات . 

!| ط - عدد المستويات المختلفة المارة بثلاث نقاط مختلقة ليست على استقامة واحدة هو (3) مستويات . | 

أي - يوجد مستو وحيد يحوي مستقيمين متخالقين . 
2 صحع ما تراد خطأ في العبارات الآتية ؛ 

| - ذاكان زه - («) 6 .0ن كما 
فلن 64 م  )6(-0‏ حيث (0) حم ظ 
ب - يتقاطع المستويان المختلقان في مستو . 
ج - اذا كان تقاطع المستقيم ا والمستوي(*) يساوي 2 فان (00) // :71 
د - اذا كان المستقيم («) // ١‏ فان (8) - (0)0 1 حيث(” )حم 

ه - اذاكان المستقيم (0) ح © فان () م 4 - 2 
و - يكون المستويان متوازيين اذا اشتركا في نقطة واحدة على الاقل . 
ز - المستقيم المحتوى في احد مستويين متوازيين يقطع المستوي الآخر . 

ح - يكون المستقيم محتوى في المستوي عندما يشترك معه بنقطة واحدة على الاقل. 
ط - اذا توازى مستقيمان ومر بكل منهما مستو وتقاطع المستويان قان مستقيم تقاطعهما يقطع كلا 
ي - اذا قطع مستو كلا من مستويين متوازيين فان خطي تقاطعه معهما يكونان متخالفين . 








سه 


امنا 


# -7] تعامد 0 المستقيمات والمستويات: 


ا( المستقيم العمودي على مستو يكون عمودياً على جميع المستقيمات المرسومة من أثره ضمن | 


موده موسو .لوحو ووه 
0*#) 08 ا 31 الي د +دءغ بهو 53 3 نا لد 
صضا_بو مم صم 


مومهو 


ص مسي . 





| وهو الشرط اللازم والكافى كئ يكون المستقيم عمودي على المستوي. 


؟” 7 


الو 


23215 


ع نقطة أمار *) 2# ع او( ) جاع 
". يوجد مستقيم وحيد مثل ا يمر من نقطة © بحيث(:) أ ! 
يكون المستقيم 88 مائلاً على المستوي ()3) اذا كان قاطعاً له" وغير عمودي عليه. 


(ه) - زلا م هم 
88 غير عمودي. (*) 
كم مثل على (") 





مللاحظة: 
يكون 8ل غير عمودي على ()3) اذا كان مائلاً عليه أو موازيآ لها 
يقال لطول قطعة المستقيم المحددة بنقطة معلومة وأثر العمود النازل منها على المستوي 
المعلوم [بعد النقطة المعلومة عن المستوي] 


8 هو بعد النقطة م عن (") 
وهو أقصر مسافة بين النقطة 5 و () 
[البعد بين المسئوبين المتوازيين] 


ملاحظة: 


البعد بين مستويين متوازيين ثابت 


)| اذاكان (7) لظم , () د ظه ؛ (7) // (6) 


|.. 8ه يمثل البعد بين (5) ٠‏ (7) 





(9) // (كا) 


(9) 1 قم 


)ا هم 
ا هم 
(9) ار 00 .. 














[7-8] مبرهنة (5): (مععرمعط1 





١‏ المستوي العمودي على أحد مستقيمين متوازيين يكون عموديآ على الآخر 
ظ 5/0 


66 1 8 


(المستوي الذي يقطع أحد مستقيمين متوازيين يقطع الآخر) (40 - (]60,7 
قبهه موإحسمهم 
في (لا) نرسم 0 81 , 










ثم ترسم 

(عبارة التوازي) ١‏ 5686 
ع8 / نزم 

(اذا وازى ضلعا زاوية ضلعي زاوية أخرى قلات > حم عأقام 5 ان 
أضوى قيسهما وتوى مسنتوافنا) لامه > م دعقم > م 
(معطى ) () 1 8 

(العمود على مستوي يكون عموديا على جميغ 86 , 88 ل قلق .:. 


المستقيمات المرسومة من أثره ضمن ذلك المستوي ) 

05 - ققاط6 ه حم ح اقم 5 روان 
دنان - تامع ع ورع اقفر ع ور 
(المستقيم العمودي على مسقيمين متقاطعين من نقطة تقاطهما (*) 1 680 
' |يكؤن عمودياً على مستويها) 


: 5 نلك 
ال 
5" 








() 1 60 , هم 
ععمة. .عقله»ه 
مع إن قم 


وه موه 
البرهان: ان لم يكن 58// 0© , 
من («) 02 نرسم 8م // 08 
إيمكن رسم مستقيم وحيد موازلاخر من نقطة لا تنتمي اليه) 


د 
00 ل هم 
هوم 


(المستوي العمودي على احد مستقيمين متوازيين يكون (* ل 8ه .:. 


عموديا على الاخر) 
80 ل 60 


أصبح من نقطة 0 وجود مستقيمين عموديين على (7) وهذا غير ممكن 
إمن نقطة معلومة يمكن رسدم مستقيم وحيد عمودي على مستو معلوم) 





1 
[7-9] ميرهنة (6) تروعرموط؟ 
ماح حص جو جوج ع وجا عالساسم لحرت مس 
) والآخر عمودي على مستقيم معلوم في المستوي فالمستقيم الواصل بين اية نفطة من نقط 
بع سي و ووو وو سي ع 
في المستوي. 


يا يبري بيط زيب بيده يبيب يبن يري يبي يبيب زربي يط بي يبنا اتببزييي يط #تببرييي نيزي يييطا #تترزي بيبا بتري بين بيبا تبي بذ يبظ اتبريي بيط برذ بيذ تيا 


0 881 , () 1 قم 





| الير هان: من نقطة 8 نرسم 010 // 81 (عبارة توازي) 


ظ (ذا توازى مستقيمان فالمستوي الذي يحوي أحدهما 00 ح 82ج 
ونقطة من الآخر يحتويها) 
(معطى) 66 ١‏ 88 | 
(في المستوي الواحد المستقيم العمود على احد مستقيمين 868 عه ه | 


متوازيين يكون عمودياأ على الآخر) 
ا لد 
(مسطى) 2 ١‏ ظكر '' 


( المستقيم العمودي على مستو يكون عمودياً على جميع 8 ل 18 
المستقيمات المرسومة من أثره ضمن ذلك المستوي) 555 
(المستقيم العمودي على مستقيمين متقاطعين من نقطة (8088) 1 ع8 جه 
تقاطعهما يكون عمودياً على مستويهما) 555 
(المستوي العموديى على احد مستقيمين متوازيين يكون زعظقلطظ) ٠‏ لانا.'. 
عموديا على الآخر) | 

(لمستقيم العمودي على مستو يكون عموديا على جميع 0 ل لاع :. 


المستقيمات المرسومة من أثره ضمن ذلك المستوي) 
وهذا شأن كل مستقيم يصل أية نقطة من نقاط 88 بالنقطة 6 يفون عمودياً على 0© 
و3 أت .ام 
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نتيجة ميرهنة (6) الاعمدة الثلاثة 

اذا رسم من نقطة لا تنئمي الى مستو معلوم مستقيمان احدهما عمودي على المستوي والأخر عمودي 
على مستقيم معلوم في المستوي. فالمستقيم الواصل بين أثري العمودين يكون عمودياً على المستقيم 
المعلوم في المستوي ثم 


الالال : الك 1 


60 ل غذ , 0) ل هف . (لا) ‏ 0ع , 6 جم 


3 ولو مومهم ا مسوم 
لبرهان: إن لم يكن 0© 1 88 أمن نقطة 8 نترسم 5 زر ؤلم 


[يمكن رسم مستقيم عمود وحيد على مستقيم معلوم من نقطة لا تنتمي اليه) 





اح رد م أمثلة محلولة حت جه مسر 


ا( مثلث 860 قائم الزاوية في 8 , 8 نقطة ليست في مستوي هذا المثلث بحيث , 8© - هم 
0 - قال برهن أن ©8 عمودي على مستوي المثلث 8.800 


الففظنات: 
المثلث 5010 قانم الزاوية في 8 

. 80 د قم , زمع8) عم 
مطلوب اثياته: ( ه.م) ٠‏ ©2858 
الير هان: المثلثان 8/86 , 8266 


(معطى ) 80 - لم 
0 - عم 


مشترك 86 
*. يتطابق المثلثان التساوي ثلةاث اضلاع) 
من التطابق يتنتج 
#راو د كوقاكر > وراد نزقاثن »ع رم 
معطلى (909 - 860 > مم) 80 1 ٠:86‏ 
بالبرهان (905 - 6م > م) الأقضرععم 
(المستقيم الغمودي على ستقيمين متقاطعين من نقطة زمقمم ر عه ,؛. 
تقاطعهما يكون عموديا على مستويها ) 





© 8ه قطر في دائرة من نقطة مثل © على الدائرة رسم 60 1 مستوي الدائرة برهن ان 6م 
عمودي على المستوي (866) 


المغطيات: 68 قطر دائرة ٠‏ © ثنقطة على الدائرة ٠‏ 0© عمود علئ مستوي الدائرة 
المطلوب اثياته: (860) 1 عم 


اليرهان: 


288 .قطر دائرة مركزها 0 |معطى| 
(الزاوية المحيطبة المرسومة في نصف قطر داترة قائمة) 905 - 85قكْ > 21١‏ .'. 
586 دعم 
إمعطى) اي كن (عكم) ر مع 
[المستقيم العمودي على مستو يكون عمودياً على جميع 60 زعم 
المسثقيمات المرسومة من أثره ضمن ذلك المستوي) 
[المستقيم العمودي على مستقيمين متقاطعين من نقطة (مع8) را عم 
تقاطعهما يكون عمودياً على مستويهما) ظ 
5702 





© مثلث 886 قائم الزاوية في 8 , (©68) 1 88 . النقطة 0 منتصف 66 النقطة 01 منتصف 
88 برهن على ان 000 | هم ع 


المعطيات : ©8858 مثلث قائم الزاوية في 8 , ( ©65) 1 86 . 0 منتصف 6© , | منتصف 
868 

المطلوب لثباته : 810 1 8م 

البرهان : لتكن اذا منتصف ©م ‏ 


+* © منتصف 66 
امف 88 رسكن 
( قطعة المستقيم الواصل بين منتصفي ضلعي مثلث 

توازي الضلع الثالث) 

٠: 8م‎ ١ )886©( (معطى)‎ 

(عهم) ل هلا 

(المستوي العمودي على احد مستقيمين متوازيين يكون عموديأ على الاخر) 

زاوية قائمة (معطى) ‏ 8 ٠.”‏ 
(اذا كان قياس الزاوية بين مستقيمين متقاطعين 907 ع5 دهمي 
(المستقيم العمودي على احد مستقيمين متوازيين كه 1 الما .". 
يكون عمودي على الاخر) م تا 


همح هم هه ل لقالا , زعهقم) ر ملااى 
(ميرهنة الاعمدة الثلاثة) 2 140 م هله : 





ا 7 


لح لاحك تمارين (7-2) 2< سر 


1 / 886 مثلث قائم الزاوية في 8 , 4613- كلم , مرء3 - 856 
رسم (88©6) 1 60 بحيث 12753 - 60 جد طول للل. 


2/ برهن على أن المستقيمين العموديين على مستويين متقاطعين لايتوازيان. 


3/في ث 6قلة موود حدم (6ه8) ل 82 با ووود وه ورون1 قرم 
فأذا كان 811 عمودي على ©8, جد قياس 8140 











8 عبعأموطت 











ميدأ العد والتباديل و التوافيق 341010 أطلمه6 علة دمتأهاب دومع" ,رومتاصسمة 





* [8-1] مبدأ الت 
> [8-1-1] رهز المضروب . 
» [8-2] التباديل . 
* [8-2-1] قوانين التباديل . 
[8-3] التوافيق . 

» [8-3-1] قوانين التوافيق . 

* [8-4] عدد طرق سحب عينة عناصرها(؟) من مجموعة عدد عناصرها (5]) , 
* [8-5] نسبة الأحتمال . 

» [8-5-1] قوانين الاحتمالات . 

* [8-6] مبرهنة ذات الحدين . 


1 <* . . . * (ل2عم) (أعمام ت إم 











24 





5 190 





[8-7] مبدأ العد لمطاعال! ومتادسمء 
اذا أمكن إجراء عملية باحدى الطرق المختلفة عددها (53) وكان لدينا في الوقث نفساه عملية 
أخرى يمكن إجراؤها بطرق عددها (0) فان عدد الطرق التي يمكن بها أجراء العمليتين معا 
يساوي؛ 11117 
يوجد لدى صاحب مخزن ثلاثة انواع من الدراجات الهوائية ومن كل نوع يوجد أريعة احجام ومن 
كل حجم يوجد ست دراجات فما عدد الدراجات؟ 
الحل: 
عدد الدراجات 2 - 4*6 “3 
5 : 2 - دراجة 
كم عدد رمزه مكون من ثلاث مراتب يمكن تكوينه من مجموعة الارقام : 
لو ا ا 2 1 
9 التكرار مسموح 
([ التكرار غير مسموح 
الحل: 
التكرار مسموح 
عدد اختيارات الرقم الأول - 6 
عند اختيارات الرقم الثاني - 6 
عدد اختيارات الرقم الثالث - 6 
غدد الأعوار - 6 * 6 * 6 - 216 


عدد اختيارات الرقم الاول - 6 
عدد اختيارات الرقم الثائي > 5 
عدد اختيارات الرقم الثالث - ك4 
عدد الأعداد - 6 * 5 + اك - 20 ] 








كم عدد رمزه مكون من رقمين وأصغر من [40) يمكن تكوينه باستخدام الارقام : 
(4,5, ,1,23 
ا( تكرار الرقم مسموح في العدد نفسه 
© تكرار الرقم غير مسموح في العدد نفسه 
ل : 
© عدد اختيارات رقم العشرات - 3 
عدد اختيارات رقم الاحاد - 5 
عدد الأعداد 3 2< 5- 15 


9 عدد اختيارات رقم العشرات - 3 
عدد اختيارات رقم الاحاد - 4 
عدد الاعداد - 4 * 3 - 12 


كم عدد رمزه مكون ثلاثة مراتب واكبر من 500 يمكن تكوينه من الارقام 
3 .6, 4.5 . 3 .قش , 1ه» 
ا( تكرار الرقم مسموح 
© تكرار الرقم غير مسموح 
الحل : 
م عدد اختيارات رقم المئنات ‏ 3 
عدد اختيارات رقم الغشرات - 7 
عدد اختيارات رقم الاحاد - 7 
عدد الاعداد - 77*73 - 147 


عدد اختيارات رقم المناث - 3 
عدد اختيارات رقم العشرات - 6 
عدد اختيارات رقم الاحاد - 5 
عد الاعداد - 36-3 - (زانو 
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[5-1-1] رمز المضروب 
يظهر في احيان كثيرة في الرياضيات ضرب الاعداد الصحيحة الموجبة من العدد (5) حتى (1) 
ويرمز له 5|-!5 ويقرأ مضروب 0 ٍ 
(! حممد 


1-120 3»2» 4ه 5 داقر 


لد 
أتفق على ان : 


وان 


)”+ 11 
)05- 11 


اذا كان 30 - جد قيمة |5) 


!1 ظزش(1+م) + القت !1+ 5) 


ل !1-م) 5 2 17-م 


لاد > 5 ([ + م) 
30-0 -دم + ثم 
0- (6 +م) رو - م) 
يهمل لأن 5 يجب أن تكون عدد صحيح موجب ودس وو ا لالسلا 





اذا كان 5040 - !ص فما قيمة (م)؟ 


للجلاة دادم 

281 » 3 * 4 ق ع اج ع ا س! لين 
| 7ع 1م 

1-7 


[-8]التباديل (م1)هأناممهم) 
يسمى وضع (7) من الاشياء في ترتيب معين بانه تبديل لهذه الاشياء. (بشرط ان تأخذ جميع . 
هذه الاشياء) وتقرأ تبديل (5) مأخوذ مثه (؟) ويرهز كلتباديل 
(515)هافسم 


[8-2-1] قوانين التباديل 
لل+عح- طاي. (2 -م) 1د م)مد لمزم - ٠‏ مهعم 
حيث ١‏ 2 , 
1 ..... (2 -ه) (1 -ممه نمه دعههع 


لقا سه 
1 8-ه) '" © 
1 - م6 





(حسب القاة ْ 76*5١‏ »8 8 
١‏ !5 3ه * 


* وممكن حل المثال حسب القانون الاول كما يلي : - 
6 - 876 - ارم 


إحسب القانون الثاني) 24 - 4321 - إلى دارم 


اليه 


احسب 8,5 
الحل : 
(حسب القانون الرابع) 1 - ”يم 
ويمكن توضيح ذلك حسب القائون الثالث 


2-0 0-5 


5 )5-0(! 5١ 


جد عد التباديل للحروق آأءابء.ج ا للملخودة منها أثنين فى كل مرة 
الحل : 





ما عدد طرق توزيع (4) اشخاص على (4) وظائف شاغرة بحيث كل شخص له فرصة عمل 
متساوية مع الآخرين ؟ 
الحل : 
غدد الطرق 4 - 43:21 د ايم 


بكم طريقة يمكن لمجموعة من سيعة اشخاص في حفل أن يرتبوا انفسهم بحيث يجلسون فئ 
صف مستقيم به سبعة مقاعد ؟ 
الحل : 
عدد الطرق ‏ 3040 - 5243-21 مقع - 71 - أرم 


جد قيمة (5) اذا كان 90 - "رم 


الحل : 
0 - "ريم 

0 - (1-م) م 

() - 90 عدم عثم 

0 - زو + مره - م) 

يمل دق 110 عم جه 





[8-3] التوافيق 214151 صاطده 
هو كل مجموعة يمكن تكوينها من مجموعة من الاشياء مأخوذة كلها أو بعضها بصرف النظر 
عن ترتيبها ويرمز لها 
.م6 -امء 6 
[8-3-1] قوائين التوافيق م 
! 


ب 
أو - © 
75 


بد © 


© 5 0" 
©9 0, - © 


- به 9© 


34 
5 [ نح سا5 
حسب القانون الاول ‏ 10 - حب - 5ر© ([© 


ع 8 
لا مسمس ب ع 1 
56 الك 6 2 


كم لجنة ثلائية يمكن تكوينها من (6) أشخاص ؟ 
الحل: 


ش اذا كان عدد أسئلة أمتحان مادة الرياضيات هو (8) أسئلة المطلوب حل(5) أسئلة ققط. بكم | 


طريقة يمكن الأجابة ؟ 


الحل: 4 دق 


[ د »3 عاق 


قد 


56 البلياداس ترج" 


ايرس 





بكم طريقة يمكن اختبار لجنة من ثلاثة رجال وسيدتين من بين (7) رجال و (5) سيدات؟ 
الحل: 
يمكن اختيار ثلاثة رجال من بين سبعة رجال بطرق عددها ",© ويمكن اختيار السيدتين من بين 


قببه د 11 حر إثء. نعم 4 
خمسة سيدات بطرق عددها 0,7 آذن اختيار النجنة بطرق ان 5-000 


0 يج عا ريو - تر8 ا ان 
2 3 
0 ا 


8 


كيس فيه (10) كرات حمراء و (5) كرات بيضاء سحبت هنه (4) كرات معا. هماعدد الطرق 
التي تكون فيها الكرات المسحوية من نفس اللون ؟ 


جمراع | | بيضام 2-1 دي 
589 ا ل 0 
١‏ 4-321 1 3ه 4 4 
8 0 
اي 


4 عذد الطرق 225 2 15 +210 ه 





جد قيمة (0) اذا كان 55 - "ي© 
الحل: 


0 - ر(1احصمامض 

1 - 110 عم دنم 

0 ع (10 + م) (11 دم 
يهمل 10--م , 11 -دصه| 





[8-4] عدد طرق سحب عينةعددعناصرها )١(‏ من مجموعةعدد عناصرها (5) 
حيث 51 8 1 عاض , *ل8 عار 


كد السعب يي مزاعاة الاق + 5-25 ظ 
1. السحب بالارجاع يعني ان كل عينة تسحب تعاد الى المجموعة الاصلية قبل الشروع بسحب ( | 


عينة اخرى. 


2. السحب بدون أرجاع: يعني ان العيئة التي تسحب لا ثعاد مره اخرى الى المجموعة 
الأصلية. 
ٌْ والمخطط الآتي يوضع عملية السحب ؛- 





عدد طرق سحب لعينة (2) من مجتمع حجمه [2) 


يجلل + لي 


بالارجاع بدون ارجاع 


وجود الترتيب بدون ترتيب وجود الترتيب بدون ترتيب 


عدد الطرق - 01١‏ عدد الطرق - "1١‏ © عدد الطرق - "28 <١‏ عدد الطرق - " © 
2-2 199 


ا اذا لم تذكر طريقة السحب فتعتبر دون أرجاع ولا وجود اليب ١‏ 


2 طريقة يمكن سحب [3) كرات من وعاع به (7) كرات 
م الارجاع ومراعاة الترتيب 
© مع الارجاع وعدم الترتيب 
دون أرجاع ومراعاة الترتيب 
([© دون أرجاع وعدم مراعاة الترتيب 
الحل: 
4 عند الطرق 
3 - 77:7 عاذو سام 
9 عدد الطرق 07 


5 


م 6 575 نس دتعسبوجح 
© عند الطرق 
100 هه كدنع ه 2 
3 عدد الطرق 6 
71 6 


ع دس 





/ٍ 
!| 


ار 









/ 


اله رد مجم تعارين (8-1) اث يس 


© في معرض للسيارات توجد (5) أنواع من السيارات ومن كل نوع (3) نماذج ومن كل نموذج 
توجد (4/ سيازات فنا عدد السيارات فى المعرض ؛ 








© كم عدد زوجي يمكن تكوينه من أربع مرائب مأخوذة من الارقام (5.1,6,2.,7.4.8 ع 
التكرار مسموح به في العدد نفسه . 
9 التكرار غير مسموح به في العدد نفسه . 
ا#صندوق يحتوي على عشرة مصابيح (4) منها عاطلة سحبت ثلاثة مصابيح جد عدد طرق سحب 
( اثنان صالحة وواحد عاطل . 
© على الاقل مصباح صالح. 
| اذا كان عدد أسئلة أمتحان مادة ما هو (8) أسئلة وكان المطلوب حل خمسة أسئلة منها فقط 
١‏ بشرط أن تكون ثلاثة منها من الاسئلة الاربعة الاولى. فبكم طريقة يفكن الاجابة؟ ظ 
| ما عدد الطرق لاختيار فريق لكرة الطائرة من (6) لاعبين من بين (11) لاعب. [الاختيار دون 
أرجاع وعدم مراعاة الترتيب] ْ 
كم طريقة يمكن أختيار لجنة مؤلفة من خمسة أشخاص على شرط ان تحتوي على (3) طلاب و | 
(2) طالبة من بين (7) طلاب و (6) طالبات 
ل أستبعاد أحد الطلاب من اللجنة ظ 
احدى الطانبات لا يحق لها المشاركة في اللجنة. ظ 
جد قيمة (0) اذا كان 
(",) - و20 9© 10- ل" 9© 72 - :م © 
كم عدد رمزه مكون من ثلاثة مراتب واصغر من 600 يمكن تكوينه من الارقام 
(2179 36 5) 


يسمح بتكرار الرقم في العدد نفسه. 
© لا يسمح بتكرار الرقم في العدد نفسه. 




















اذا كان( 9 , 8 , 7 , 6 , 5 , 4 ء 3 ,+ 2 , 41 - * فكم عدد رمزه مكون من (5) أرقام 
مختلفة يمكن تكوينه من عناصر *«؟ 













الاحتمال “اا اطقطموعم 





نبذةٌ تأريخية :- 
في منتصف القرن السابع عشر ومن خلال الابحاث التي قام بها كل من باسكال (اقع5قم ) 
وفيرمات (567534 ) عند دراستهم لأرقام معينة في عالم المراهنة نشأت ((نظرية الاحتمالات )) 
واصبحت الأن تكتسب اهمية كبيرة في مجالات متعددة مثل الارصاد الجوية ٠‏ العلوم الهندسية . التأمين 
٠‏ الطب الحيوي حيث نظرية الوراثة تعتبر افضل تطبيق لنظرية الاحتمالات في هذا المجال والتي جاءت 
عن طريق ( العالم ندل ) . 





بعض المفاهيم الاساسية : 
[ - التجربة (8511081114م:2) : هو القيام بفعل معين ثم ملاحظة جميع ما ينتج عن هذا الفعل . 

2 - التجربة العشوائية (861111211م<8 8310061) : وهي التجربة التي تحقق الشرطين التالين:- 
أ يمكن لنا ان نصف جميع نواتج التجربة قبل وقوعها 
ظ ب. لا يمكن تحديد اي من النواتج يمكن ان يتحقق فعلاً في حالة حدوث التجربة 

| 5©» 1 
ظ رمي حجر النرد (1166) مرة واحدة وملاحظة الوجه الظاهري ٠‏ نعلم مسبقاً ان الوجه الظاهري في 
| الرمية سيكون احد الارقام 1,2:,3,4.5.6 أي يمكن تحديد جميع النتائج الممكنة لكن من غير الممكن 

تحديد النتيجة بعينها لذا سميت هذه التجربة بالتجربة العشوائية 


| أ فضاء ائعينة 5عمعقمك عامزضاتو 
فضاء العينة في تجربة عشوائية هو جميع النتائج الممكنة لهذه التجربة ويرمز له 5 
برمز الى عدد عناصر الفضاءع بالرهز ( 5 ) 5 





ففي المثال الأول السايق 
فضاء العينة (12:3,4,5,6) دو 


عدد عناصر الفضاء 6 -(5] 5 


هو مجموعة جزلية من فضاء العينة . .كد حدث من فضاء العينة 5 حت 5 ح.كر 


لتكن كر , 8 , © أحداث من فضاء العينة 5 يقال لهذه الاحداث شاملة اذا حققت الشروط التالية: 
اتحاد الاحداث - 5 قضاء العينة 
تفاطعها مثنى مثنى ( كل اثنين منهما) - 12 
© كل مجموعة منها ليست خالية 


لبكن (11,2,3,4,5,6- 5 ناخذ بعض الاحداتث من 
(4.1)دم حدت مركب (4قن/اع عانامم لومق) 
لان عدد عناصره اكبر من [ 1 ) 
(3)-_ه حدث بسيط (غمعيع عاممز8 ) 
لآن عدد عناصره >1 
(16-,8 بسيط 
(1.2,3.4.5[]عرم مركب 
.ثم - عدد يقبل القسمة على 2.5 في نفس الوقت - 2 حلم 
رثك > حدث مستحيل (أمهباع عاحاأععممدما) 
(5:2]-8 مركب 
(8-6.5,3.2 )- مركب 
(1,3,4,2,5.6)-ديهى حدث مؤكد (أمروياع عاب5) لان 5 - يم 
نلاحظ _ك, رلك احداث شاملة من 58 





١ 
1ه‎ 1 
2م عكاء لحي يداع‎ 5 © 
) تسمى بالحدث المستحيل (الحدث الذي لا يمكن وقوعه‎ 2 © 
)) فضاء العينة - الحدث المؤكد (( يقع داتمأ‎ 5 © 
) 8 يسمى الحدث المكمل للحدث 8 ( او عدم وقوع الحدث‎ 8“- 5-8 © 
قلاع انلع تلع ام تتلرمي) ع قثر‎ 
. ه دا 8 يعني حدث وقوع الحدث 8 أو 8 اي حدث وقوع احد الحدثين على الاقل‎ 
يعني حدث وفوع الحدث 8 و 8 اي حدث وقوع الحدثين معآ‎ 805 
8 يعني حدث وقوع الحدث 8 يستلزم وقوع الحدث‎ 8 - 8 © 
اه تا د تافر حت قر 8 حدنيين متتاقيين كأدرعياع 8ذأك رداعجاع بالقنا كتنالز‎ 
الحدث الذي يتكون من عنصر واحد يسمى حدث بسيط.‎ 
الحدث الذي يتكون من عتضرين او اكثر يسنم حدث مزكت.‎ © |]! 


اذا كانت تجربة مركبة من تجربتين متتاليتين وكان فضاع العينة الاولى ,8 والثانية ,5 فأن 
| ا( فضاء العيئة للتجربة المركبة - ,5,*5 (حاصل ضرب ديكارتي ) 
| 09 (9ا5 زعام » زيه)ه زرميدا إنسد)) 


لق 
07 التجربة ؛ القاء حجر نرد ثم قطعة نقود ثم حجر نرد مرة آخرى التجربة هنا مركبة من التجارب 
التلاث الآانية : 

الحل: 

(1,2,3,4,5.6) - ,5 حجر النرد الاول 

(1,5) - ,5 حيث الصورة - 4ا (80و1!ط). الكتابة - 7 (1ل18) 

(1.2,3.,4.5.6) - ,5 حجر النرد الثاني 

فآن ,8 * ,ه ,5 - 5 (يمثل فضاء العيئة للتجربة المركبة) 
.. عدد عناصر فضاء العينة للتجربة المركبة ( ,5)هط» إيكاق» (5)م - ركام 

2 > 6 دق “ثم د إنم ثلاثي مرتب 
























عد رق احم عرين 6ح صر 


ا#رمينا حجرين من احجار النرد جد 
#عدد عناصر فضاء العينة (كات ٠.‏ 
اكتب فضاء العينة 8 . 
© اكتب الحدث الذي قيمة مجموع العددين على وجهي الحجرين اكبر او يساوي 9 . 
([# اكتب الحدث لذي قيمة مجموع العددين على وجهي الحجرين يقبل القسمة على 6 بدون باق, 
ا( اكتب الحدث الذي قيمة العدد الذي على وجه اخد الاحجار ضعف الغدد الذي على وجه الخجر 
الآخر . 
من رمي حجر نرد مرة واحدة اكتب الاحداث الاتية ثم بين اي الحدثين منهما متنافيين 
(#الحدث ظهور عدد اولي 
الي الحدث ظهور عدد زوجي 
© الحدث ظهور عدد فردي 
| ([© رميت ثلاث قطع نقود مرة واحدة 
صف فضاع العينة 


جد الحدث وجه واحد على الاقل صورة (1) 
ظهور على الاكثر كتابة (5) 

















0-1 0 
ار 3 0 7 ا ا ا ا 0 ا ل ا 0 0 الي 27 ع يكير سي احبر سر حر ___بص 


ا ينبي .بين يبب تير تبي جبتي ‏ يباين ...يبيط جنير يبا تين ببنة تين ...ةبير اتير باينا يببة لفن ا يبان بتي اين ربوا #تززر_بززااتزرير_يذا 


تخي اتير بصي ٠‏ تح ٠‏ تتفي مس حي حي سير مسي شير 


ويد يوخي يوس بابي بنجي انتيب بلطتي ابيا لاتير ا ببباتتين_ابريرا تسرب سينة ها - ميه افا 





[8-5] نسية الاحتمال 8)]10غ]] نزأأاتطقطمعءم 
الاحتمال - م8 

نسبة احتمال حدوث الحدث هد - عدد عناصرّكر / عدد عناصر الفضاع 
(5) ه/ زظاه - رهام 


[1- 8-5] قوانين الاحتمالات : 
ليكن كل من 6.5 حدثي من 5 
1 >( ذام > 6 حيث 
- زهاط اذا كان 8 حدثاً مستحيلا 
1 - زهام د 
اي أن نسبة احتمال أي حدث تنتمي للفترة المغلقة [ 0,1] 
( 8)ه عد زهه - (85كم)5 حدثان مستقلان ( احتمال حدوث اي منهما لا يشترط حدوث 


الآخر ) 

( قضقن65 دز 85 إم+ زمزه حرق راقنم 
اذا كان تتا 8 2 شريكون : 

( 2)8 + زقلط > زقرينمام 

1 - رعقمنم+ زهزم 

اي رظنم - 1 -< كعفم 





امسا الى 21 سحب منها قرص واحد جد نسبة احتمال ان هذا القرص يحمل 
عدد زوجي او عدد يقبل القسمة على (3) بدون باق. 
الحل : 
21 ,14.15,16,1715,19,20 ,10111213 )ده 
ويمكن عدها ‏ 12 - 10+1- 21 - (5)م 
لبكن 6 حدث يحمل عددا زوجيا + 6- رهام 
2 - زعام زهاه - زهام 
ليكن 8 حدث للعدد يقبل القسمة على 3 بدون باق. 
(1215,15.21 -8 
2 / 4 - (5) م/ (ق/م ع زقام 
كك رقاممم + ( 12.18 1 - قمم 
(8مميم - رقع رهم - زه باخام 
5 3 - 8/12 - 2/12 -4/12+ 6/12 - 
شركة اقرادها هم 60 رجلا و 20 امرأة : من الرجال 35 رجل متزوج ومن النسوة 12 متزوجة 
من هذه الشركة اختبر شخص واحد عشوائيا جد احتمال ان يكون : 
ا( هذا الشخص رجل 
(© هذا الشخص امرأة غير متزوجة 
الحل : 
([[© ليكن هالحدث ((الشخص رجل |) 
0 > 20 + ات > زقام 
4 - 80 / 60 - زقام 
ليكن 8 الحدث (( الشخص امرأة غير متزوجة )) 


١١ زهقالم‎ - 8 / 80 - 0 






























القينا حجري نرد متمايزين مرة واحدة جد احتمال أن يكون مجموع العددين على الوجهين 
الظاهرين يساوي 10 او مجموع العددين على الوجهين الظاهرين ؟ 
الكل : 





6 - 6 64 - زواة 
ليكن 8, - الحدث : مجموع العددين على الوجهين الظاهرين > 10 
3 - زهام د ( (قب6) , (6ب4) , (5,5) -ه 
6 / 3 - زكامم زهاد - زق)م 
ليكن 8 - الحدث : مجموع العددين على الوجهين الظاهرين - ا 
4- رقامد ((6,3) , (3.6) , (5.4) , (4.5))- 8 
2 > 8 ضرهء 4/36 - زقام 
(8ا8+ رفم - ز8 باهزم 
5 6 -3/36+4/36- 
رمينا حجري متمايزين من احجار النرد مرة واحدة ما احتمال ان يكون العدد علي وجه احد 
الحجرين هو ضعف العدد على الوجه الآخر أو العددين على الوجهين الظاهرين مجموعهما - 6 
الحل : 
لتكن 8 - الحدث: العدد على الوجه الظاهري لأحد الحجرين ضعف العدد على الوجه الآخر 
((2,1) ؛. (1.2) . (4.23) , (4.) ؛ (6:3) ١‏ (6,ة)) حم 
6 - إشضاه 
6 6 > (0)5 / زمه - رهام 
ليكن 8 - الحدث : مجموع العددين على الوجهين - 65 
((5.1) ؛ (1.5) . (4.2) . زخرة) , (3,3)) - 8 
6 5 - زعأه ر زظام- رام 
((4.2) .رك . 12« قا ضضم 
6 - زق م هام 
اعقو ان 0 - (8 نا مام 


36 236 356 256-84 


ع زات 
ا 
7" 
















0 اختمال نجاح طالب في امتحان الرياضيات هو 90 96 وليكن اختمال نجاح طالب اخر في 
الرياضيات هو 70 755 جد نسبة احتمال نجاحهما معا في أمتحان الرياضيات . 
الحل : 
ليكن (لك)7 نسبة احتمال نجاح طالب الاول في الرياضيات 
0 - رزممه.'. 
ليكن (18)نسبة احتمال نجاح طالب اخر في الرياضيات 
0 - زظمظ:. 
من الواضح ان 8 , للد حدثين مستقنين ( لان نجاح احدهما لا بتأثر بنجاح الآخر ) 


ز8)اه عد رهام - ز8 كر هام 
١71 2 103 1 5‏ 2 الكل - 
1 صندوق يحتوي 8 اقراص بيضاء ٠‏ 4 اقراص حمراء ٠‏ 3 اقراص خضراء سحبنا (3) اقراص 
| |مرةٌ واحدة جد نسبة احتمال الاقراص المسحوية من نفس اللون 
) الحل: 


5 - 3عوجق دم 





3 عدم | 
تيمر زج ميج 0-3 رع)دم 
61 - 
7 455 
٠‏ يرك ممعي 
ا( جد نسبة احتمال اللجنة جميعها من الطلاب 
© جد نسبة احتمال اللجنة جميعها من الطالبات 
الحل : 
فين د رئ) هم 


الل نفرض نسبة احثمال اللجنة جميعها طلاب -( .8)8 ظ 
7 - 13121110 »14ل «ك«مجبق - دارم قرع - رهام 
(© نفرض نسبة احتمال اللجنة جميعها طالبات >( 8]8 

مب 2/1413121110 3 «وعوءى - دارم “ين - رزوام 


م 


209 - 

















1 لك شرن (3-ه) ‏ خخ سر 
صندوق يحتوي ثلاث كرات بيضاء مرقمة بالارقام من 1 ؛ 2 ٠‏ 3 وكرتين سوداويتين مرقمتين 
٠ 1‏ 2 إذا غلمت أن الكرات متماثلة بالحجم سحبت كرة واحدة جد احتمال 
أ. الكرة سوداء- 0 الكرة بيضاء. 2< © الكرة بيضاء وتحمل رقم فردي 
© رميت حجرين متمايزين من أحجار النرد: 
ماهو أحتمال العددين الظاهرين مجموعهما 6 
( ماهو أحتمال الحصول على مجموع 7 او مجموع 11 
© صندوقان يحتوي كل منهما على 6 كرات بيضاء و 4 حمراءء جد نسبة احتمال سحب 3 كرات 
بيضاءع من الصندوق الاول؛: وسحب كرتين بيضاويتين وكرة حمراع من الصندوق الثائي. 
| © لدينا 5 بطاقات مرقمة من 1 الى 5 سحبت بطاقة واحدة جد نسبة احتمال البطاقة لا تحمل 
١‏ يثم 3 
-2 |#© كيس يحتوي على 20 كرة متجانسة في جميع عناصرها مرقمة من1 ... 20 سحبث كرة 
و أهدة. جد : 
ظ (#احتمال العدد الذي تحمله الكرة عدداً اصغر من 9. 
ظ احتمال العدد الذي تحمله الكرة عدداأ اكبر من 5. 
| © صندوق يحتوي على 21 قرص مرقم من 1 ... 21 سحب قرصان جد نسبة احتمال: 
ا#القرصان زوجيان. 
5 الأول زوجي والآخر فردي. 
| [© لدينا 50 بطاقة مرقمة من 1 ... 50 جد احتمال العدد على البطاقة المسحوبة: 
( يفيل القسمة على 5. 
© يقبل القسمة على 7. 
© يقيل القسمة على 5 أو 7 
|( براد اختيار لجنة طلابية تتكون من ثلاث اشخاص بين 12 طالب و 4 طالبات. ما احتمال كل 
هما يأتي: 
([ان تكون اللجنة جميعها طلاب. 
© ان يكون في اللجنة طالب واحد فقط. 
(ل رميت حجري نرد متمايزان مرة واحدة ما احتمال ان يكون مجموع العددين الظاهرين 9 أو 
يساوي 11 






ىق" 


210 






[ 6- 8 ]مبرهنة ذات الحدين ممعءمعط1؟ اقتسممأ8 


مبرهنة ذات الحدين : هي قانون لايجاد ما يساوي أي مقدار ذي حدين مثل ( ظ+3) إذا رفع 
الى أي اس بدون إجراء عملية الضرب إذَا كان الاس عدداً صحيحاً موجبا. 
اذا كان طرة عددين حقيشين و 2 عددا صحيها موجيا 
4 كطاكه جءنىى + خ6 خعق "يج + م انع" 6 + حون - “زطعة) 
كرطع "معان ث0 ت*وكرن عط لقق " نم د كته لقع كزط-ة) 
ناتحظ أن حدود هذا المفكوك تكون سالبة او موجبة على التعاقب ويكون الحد الاخير موجبا إذا كاتنت 
١‏ زوجية وسالبة إذا كانت ١‏ قردية . 
فلاحظات : 
[1) عدد حدود المفكوك - [+م 
2) أس الحد الأول واس الحد الاخير ‏ - 5 
3) مجموع أسس الرموز المكونة للحد ‏ - 6 
4) أس الحد الاول يبدأ بالتناقص من ١‏ الى 0) 
أس الحد الثاني يتزايد من () الى ”ا 
5) اذا كان 0 عدد زوجي فان غدد حدود المفكوك 
يكون فردي ورتبة الحد الأوسط 1 +-لل 
2 
6) اذا كان © عدد فردي فان عدد حدود المفكوك 
يكون زوجي لذا فان رتية الحدين الاوسطين 

































3+ [خن 1 5 1+صس [+م 
لمم ا ١‏ اكه 1 ا ل 
2 2 ِ 2 2 





0 ظ 
اوجد مفكوك ك(ط+ة) 


*" يبط جه 5ن + نااق "ينعد خط 3ق " © عاط كه تك + كو تنك عترطجة) 
تططاجغط ه 5 + 2ق 10+ “6 3 10 + ط *ق 5 + 5ج - 





2 قيمة 101(7) 
00(3) تعد تزون ل نع + ومرنبع عن - تزمماعن عتززمنم 
تانآنا 0000 1[ + تانانا 300 + 31007 +1[ ه- 
031 - 
اذا كان مفكوك "(ط+3) فان : 
ت الحد العام )احم كه عدم 


جد الحد الخامس في مفكوك "'( 3+6 ) 
الحل : د 


3-1 إع موزل 140 ١‏ 
-دجا 8 لاع - 8 


7 10 3 
اتا يد 


4م تق 
ثتا 35 2100 - 


برهن إن مفكوك 34+21 ) يحتوي اغلى الحدا الذي فيه #اغلائم جد متغامله 
انحل : لبن اميق امع سام 
ازقعهارة) . ا2(10يز) .لاج م 
اعرديممن 311 - دايع 
[لددهو) (ستستتين اك كاير 
2م 10 -ع5 > ,25-5 - 15 جد 55تير د كاير 
تزقورج). ‏ 1+تلارتعم) لان سام 
كاعر 20 - زنكم2) ('«)10 سام 
0 معامل .م 


اثبث انه لا يوجد حد خالٍ من () في مفكوك */( 4/9 - 5<6 ) 
الحل: و +ع كع 2 
لخي 4-) : ين 1 لاج د م 
دس ريع ممتزيع دمي 


3 فشي - ل 


2 #ءد 22/3 دع جه :22-3 هن 
'. لا يوجد حد خال من <« 





اوجد الحدين الاوسطين. في مفكوك '( 2/3 - 3/2 ) 
الحل : رتبتا الحدين الاوسطين هما : 


الحدان الاوسطان هما الرايع والخامس 
اي اللأصكو ل وسيم 
“3ع *زهلة) مسيم 


105 5 8- لفك اد عر 
2 2*2 


“دقر '(2/ة) ,اميم 


/ ْ فسن ااستممسكك 


114 8 1 نلك 


إذا كانت النسية بين الحدين الخامس: والعاشر في مقكوك 2+ 1) تساوي 7 جد قيمة م 
الحل: لخم لاتق 3 اعسٍ 
را يلم سيم 
#1 ا اا باج ه..م 


14 


7 8 دهي تج تي اج 


الى 01 11*10*9 121 
27 ** 121110 [ 432 


3 ح ع د 7/48 9:2 - كير هد 8/27 د كيرورنو 





اختصر المقدار *( *«-2 ) +4( *«+2 ) الى ابسط صورة ثم جد القيمة للمقدار 
“2-3 ) +ثز 3+ 2) 
الحل : 
ضعف الحود الفردية - 4(>:-2) + 4ر(عو+2 ) 
في مقكوك '(2+9 ) 
[مبيم+ م] 2 - 
تاج ر)ة(ة) تمجاق] 2 - 
["«+ :)4 +16] 2 - 
نضع 3]- لا 
4 - 97» 2 - [106+24:3+9] 2 - 


1 
3 


اختصر المقدار “( سل - من - ةر سل +*) ثم اوجد يمة 


ل سل سك .1 
زام-م كاج 


نم - إسليو) 


ضعف الحدود الزوجية. > ( - , - 
1 

في مفكوك '(| --- +* ) 
[ هب مبرص] نر - 
[ “)ع + تلت )»رم 2 - 
[5< 1+ 10 +تيرى] 2 - 

نضع 2 - *# 
((1/32)*( رول منم»ى] د - ابم اميم - 

1 


- 2 ]40+5+)1/32([ - 80+10+)1/16( - 90 





.له رد اك فلزين (4ت8) سل 
ل جد مفكوك كل مما يأتي : “+ 1) 69 . *زط-د) © 


© أوجد الحد الثامن قي مقكوك "رسك بج) 


© أوجد الحدالاوسط في مفكوك مرك +7[) 


9 أريب: كحديج. الاليبطين “3 2)+3ة) 
© اذا كانت نسبة الحد الثامن الى الحد الثانث في مفكوك "'(2+*3) تساوي 1/12 جد 
قيمة (*) 


أوجد الحد الخالي من * في مقكوك 
© في مفكوك *((/3)+**) إذا كان معامل * يساوي 80.فإذا كان 1-< جد قيمة 3. 
فيما يأتي اربع اجابات واحدة منها صحيحة حدد الاجابة الصحيحة 
1 
الحد الثالث في مفكوك “(2+< ) 


“لازاق .4ك 6« 3:40 “)2 1 .2 “عانق :1 


بط 
اذا كان الحدان الاوسطان في مفكوك 4[/(7+*5 ) متساويان فأن 
با-< لآةا 4/لا5 -» (13ا بزر(4/5) - » لا ا(2/5)-* 1 














إن انقصل القع © 
9 ,1م03 





المصفوفات 5هع2 3121 آلا 
* [1- 9 ] تعريف المصفوفة . 
* [2- 9 ] تعريف . 
* [3- 9 ] تعريف [ تساوي مصفوفتين ] - 
٠»‏ [ك- 9 ] بعض المصفوفات الشهيرة . 
© 0-5 ] جمع المصفوفات وضربها بعدد حقيقي . 
9-5-1 ] تهعريف [ ضرب مصفوفة في عدد حقيقي ] : 
» [6- 9 ] نظير المصفوقة بالنسبة لعملية الجمع . 
٠ |‏ [9-7 ] النظير الضربي للمصفوفة . 
» [8- 9 ] تعريف . 
* [9- 9 ] تغريف . 
٠‏ [10- 9 ] حل همعادلات الدرجة الأولى في مجهولين باستخدام المصفوفات . 
| *[9-11] مهددات الرتبة الثائية باستخدامها في حل معادلات المجهولين , 
11-1- 9 ] استخدام المحددات في حل ثلاث معادلات من الدرجة الأولى في ثلاث متغيرات . 


سد 




























١ت‏ الفصل التاسع. © 


فات ‏ 5ععزنأةاز 
القصل العاشر ِ- 
المحندات ‏ 115815ماع1] 
اولاً : المصفوفات كععء2)د1/ا 
مقدمة : 
التعريف العام للمصفوفة : المصفوفات جمع كلمة مصفوفة وهي مفهوم رياضي يؤدي دورأ 
هامأ في معظم فروع المعرفة ؛ وقد لوحظت المصفوفات لأول مرة واستعملت من قبل العالم كيلي 
|(1895 -1821) وتستسل المصفوفات في الوقت الحاضر من قبل المختصين في علم الاقتصاد 
/|وعلم الاجتماع وعلم النفس . هذا فضلاً عن الدور الكبير الذي تلعبه في الرياضيات وخاصة قيما 
١‏ |يسمى بالجبر الخطي ولها تطبيقات اخرى لاأغنى عنها في الفيزياء والكيمياء وسائرالعلوم التطبيقية . 
لنفرض أن اريعة طلاب 0 ,© ,8 .6 كانت درجاتهم في إختبار مادة الرياضيات هي على 
7 | الترتيب6)1. 73 82, 94 وفي الفيزياء 87 ١‏ 84:65 75 على الترتيب . َ 
فيمكن تنظيم هذه المعلومات في جدول مستطيل يتكون من صفين وأربعة أعمدة كالاتي ؛: ظ 










إن الصف الاول في هذا المستطيل يعبر عن درجات الطلاب في الرياضيات والصف الثاني 
يعبر عن درجات الطلاب في الفيزياء كما أن العمود الاول يعبر عن درجات الطالب في الفادتين 
معأ والعمود الثائي يعبر عن درجات الطالب في المادتين معاآ وهكذًا الطاليين 
ويمكن كتابة الجدول السابق على الصورة : 


0 73 82 4ن ش 0 73 82 4ن 
57 68 84 753 و 857 8م 4م ود 
شقن (2- و) شكل (1- 9) 


وسنختار في هذا الكتاب الشكل (1) 


.". مثل هذا الجدول (الترتيب) اي الشكل رقم [1- 9 ) يسمى مصفوفة (1131471). 


6 
9 12 
12 16 


إن هذا الجدول له اربعة صفوف وستة اعمدة وكل عنصر (عدد) في هذا الجدول يتحدد 
إيتعين ) موقعه بالصف والعمود . فمثلاً (15) يقع في الصف الثالث والعمود الخامس ٠‏ بينما (16) 
بقع في الصف الوابع والعمود الرابع . 


تعريف (1 - 9 ): 


المصفوفة عبارة عن تنظيم عددي مؤلف من 53:0 عنصراً (180831])مرتبة في جدول 


مستطيل مكوت هن 11١‏ صفا ؛ ١‏ عموداً ؛ */83 2 3 ,ىلر 


نقول عن المصفوفة انها من النوع 530 وتقرأ 15 في 5 اذا كانت تحتوي صفوقا . 
(1201/5) عددها 0١‏ وأعمدة 60110111115 عددها 5 كما نقول أحياناآً واختصارآً إنها 
مصفوفة معدم ء “لذ 2 م رضم ظ 
مكرية التسفرقة معرات يكل + .ب 15,6 رق 
خشية الالتباس بين المصفوفة وعناصرها كما يجب الانتباه أن عناصر أي مصفوفة في هذا 
الكتاب تنتمي الى حقل الاعداد الحقيقية © . 





>82: 


إن كلا من التنظيمات العددية الاتية هي عبارة عن مصفوفات : 


0 


1 
85 | 2 
4 


353 


لاحظ المصفوفة 6 هي عبارة عن ستة عناصر مرتبة في صفين وثاثثة اعمدة: إن عناصر 
الصف الاول هي ١3‏ 2: 1 وعناصر الصف الثاني هي 7, 0), 1- وعناصر العمود الثالث 
هن 7 

وحسب تعريف (1- 9 ) تقول أن 8 مصفوفة من النوع 3 >2 حيث 2 - "2 , 
2-3 وإن 8 مصفوفة من النوع 2 * 3 حيث 5-3  ,‏ .0-2 
وان ©) مصفوفة من النوع 2 2< 2 حيث 50-2 , ردم 
اما مصفوفة من النوع 4 < 3 
وبصفة عامة لذا كانت .هه مصفوفة من النوع 0+:8/ فاننا نكتب .8 على الصورة : 





إن ,,ة يمثل عنصرأ إختيارياً (عاماً) في هه حيث يرمز 1 الى ترتيب الصف الذي يقع فيه العنصر بينما 
يرمز [ الى ترتيب العمود الذي يقع فيه هذا العنصر وبذلك بتعيين العنصر ,2 
تغاما يمعرفة قيمتي [ و 1 معأ . 


بما ان المصفوفة من النوع 23 فان : 


2 , 4 - | بينما ‏ 3 .2 ,1 - [ وبالتاني فان. ,3 له ست قيم هي : 


(يمثل العنصر في الصف الأول والعمود الاول ) « 1 
( يمثل العنصر في الصف الاول والعمود الثاني) - 1 


| وبالمثال محيرة 4- ةق , ادرية 2 5-وية 





لحي احم حر اوجرن حي شين ا اشن اوسن تخ ر_كصرم_ي 


أ 1 ,5 متساويتان ونكتب 8- اذا تحقق الشرطان الاتيان معاً : 
) 1. 8 .ث8 من نوع واحد اي ان عدد صفوف 8 يساوي عدد صفوف 8 وعدد اعمدة هم يساوي 
1 


. 8 عدد اعددة‎ ١ 


| 
26 زه 00 لجميع قيم [ و 1 الممكنة حيث [ و 1 عددان طبيعيان موجبان 


الاي ااا ااا الا ل لاا ا الا ا ا ا ا ااا لاا 0 سير يصن مص سافن سين .يعسي - تت 


يوي ري لل الي عه 


- لل اذا علمث ان 





الحل : 
من تعريف تساوي مصقوفتين نجد ان : | 
#-حيية الللأادرية .2 ايه 2, در هق ,+ 1[1--ر هق .2< 3 
[ 4 - 9 ] بعض المصفوفات الشهيرة 
«([ المصفوفة المستطيلة 1/1311 '3أناو 6613 : هي مصفوفة من نوع 100 حيث 0 2+ 00 
وعندما 11-1 تسمى (مصفوفة الصف 31212ال! يباه ) من النوع 5 >< 1 
وعندما 1 -0 تسمى (مصفوفة السود أ5اه]/] 10ادااه6 ) من النوع 1 4 0 
© المصفوفة المربعة |*1/131411 5011818 ) : وهى مصفقوفة من النوع 6 4نم اي ان عدد 
صفوفها - عدد اغمدتها. 
| © المصفوفة القطرية ( 1/1311 1390881©) : وهي مصفوفة مربعة جميع عناصرها أصفار 
ما عدا العناسر الواقعة على القطرالاساس فيكون احدها على الاقل مغايراً للصفر . 
39 مصفوفة الوحدة (1/1371 318الا) : وهي مصفوفة قطرية يكون فيها كل من العناصرالواقعة 
على القطرالاساس مساوياأ الواحد . 


2 
221 


9 المصفوفة الصفرية (*1311/! 2810): وهي مصفوفة 1 وجميع عتاصرها اصقار 
وسنرمز لها بالرمز()) 


1 المصفوفة : ١‏ مستطيلة فيها 5-3 دم 
0 


به النسفوقة |4 0 12 مصفوفة صف فيها 3-م 2 , 1-م 


3 
6 | مصفوفة مريعة 3*3 قطرها الاساس 6, 2 3 
1 


مضفوفة قطرية 33 عناصر فظرها 2 1< , 1 


0 
و. كل من المصفوقات :[ 1 | 1 2 0 
1 


0 


سمدسمقه,(]: [8 18 :| 


" 





هي مصفوفة صفرية لاحظ أن كل واحدة تختلف عن الاخرى فمثلاً : 


12 0]ع 0 لان الاولى من النوع 21 بينما الثانية من النوع‎ 0 ١ 

3 
0 
اننع 

[5- 9 ] جمع المصفوفات وضربها في عدد حقيقي: 

تعريف ؛[4- 9 ) 

اذا كانت يه ]| -م .| رطا ] - 8 مصفوفتين كل منها 0 + 0م 

فان مجبوعهما هو المصفوفة 


5 ] -0 | حيث بطع رهد بع 


أن هذا التعريف يعني أننا نستطيع جمع أى مصفوفتين 5 ,8 إذا وفقط إذا كانتا من النوع 5 + 51 
نفسه وحينلذ يمكثنا آن نكتب مجموعها بالصورة : 
| رط+ ,]- 8 +8 أي اثنا نحصل على مصفوفة جديدة من النوع نفسه كل عنصر فيها يمثل 


مجموع العنصرين المتناظرين بالوضع في 8 ,ل 





لاحظ ان 28 تمثل ضرب كل من عنصر في كد بالعدد (2) - 


تعريف : (9-5) < 
اذا كانت [,3] -8 مصفوفة 0+ 10 وكانت 1 > 6 قان حاصل ضرب المصقوفة 

ه بالعدد الحقيقي ‏ »ا هو المصفوفة| © - © حيث ,168 - ,© لجميع قيم [ الممكنة 
اي ان :إرهك] عه ظ 





لا) عهرل)«هم 


[ 6- 9 ] نظير المصفوفة بالنسبة لعملية الجمع : 


تعريف :-(6- 9) 
أذا كانت 8.5 مصفوفتين من النوع * 60 شان : 
١‏ 8 1-) عفد 8 حم 


اذا كانت : |3 | 1 ارت 035 لوس 
- 8 
1- 5 11 0 1 


فجد كلا من 8-8 . 8 - 4 وتحقق أنهما غير متساويتيين : 
الحل : 
18-)نهم - 8-دم 


0 | 
3 
1 ١ 





خواص جمع المصفوقات : 
اذا كانت 11 مجموعة المصفوقات من النوع 5 * 17 فان النظام (+ , 11) حيث (+) عملية 


جمع المصفوفات يتمتع بالخواص الاتية : 
ا#العملية (+) ثنائية على ١!‏ : لانه برح 8.م 5 
فان باح 8 + يم 


ال العملية (+) إبدالية : رع 8,ه 9 
ا شق 8 د 8 دم 


فان (© + 8) عفد ثم + زقعم) 


ا(ل#ايوجد في !! عنصر محايد هو المصفوفة الصفرية (0)) لانه 
بوت م9 
فلن : يثر - () + كر د كر + ) 


١00١00‏ |#لكل مصقوفة ث تنتمي الى 1 يوجد مصقوفة 4م > ه(1)-ع8 
0 بيلك 8-0جدم 


||| ملاحظة: إن تحقيق الخواص السابقة يمكن إيجازها في فولنا | أن النظام () زمرة ابدانية | 


7 





خواص ضرب عدد حقيقي بمصفوفة : 
اذا كانت 8 , 8 مصقوفتين من النوع 1 117 وكان 18 2 ,؟! فان : 


8.كا عه .» - رق + ه) ا © 

ه. عه .»ا -ك . را+>) © 

© 6 . )١ زه.‎ - ) ».١( ه‎ 

0 -هم عه دكات م0-دم.ي عاه© 
8 -هم 5 م خخ كاحيث 2.8 - م . »ا ع01© 


ه - د . 1 ه© 


ا لذاكتت فاع ©,8رم 
حيث !ا مجموعة المصفوفات من النوع 7 51 فجد © التي هي حل المعادلة 
ه < 8 دي 

الحل : 

باضافة المصقوفة 8 - الى الطرقين : 

( 8 )جمدرف-) + قبع 

خاصية التجميع في المصفوقات 8- م - (8-8) + © 

خاصية النصرين المتناظرين ‏ 18 - هم - نابج + 

خاضية النتصر شدهاية.. همدع ده 


إن 8- هي النظيرالجمعي للمصفوفة 8 وعو نظير وحيد والعنصر المحايد 0 وحيد 
( وبالتالي يكون 8-مر - 6 حلاً وحيدآً للمعادلة , 





ء-٠-]:‎ [<1 [١ ذا‎ 1: 


1 
1 © (3- 
#01 8 2 
8 م + © رهد س 1 0 1 رق + © (ق) 





َ - © (3-) + ناك 


اح ل اح ا ا و حت سر 


© جد قيم ظ.ى .ينا . <* اذا كان : 


اجر العمليات الاتية ان امكن : مع ذكر السبيب في حالة تعذر اجراء العمليةٌ : 


2 ] 0 0 2 3 
2 : 
ء م 0 َ 





3- (2- 
#© اذا كانت 2 1 |- م8 قجد المصفوفة 8.عا عندها تكون : 
5 0 


10 . # شل © م١‏ .© 1--» . © 2م 


اذا كانت |1 5] م ' | 5 8-0 :]5- 0 | -© فعبر عن كل مما يأتي 
55 : 
4 (8+6) دم 00 © + 8 مه 


© باستعمال المصفوفات © , 8 , هه الواردة في التمرين (4) حل كلا من المعادلات المصفوفية 
الاتية : 
© ع+هع*ادم 
60 قظدرع-<ا) 2 در -2)8 
© 28 +ذ*د كاعم كا 





ضرب المصفوفات 5هع13]2/! 01 ووذأ3ء ١‏ أطناانال! : 
سنوضح ضرب المصفوفات من خلال الامثلة الآنية: 
أذا كانت : 
5 


4 |- ه .|5 12م 


-1 


فان حاصل ضرب 8 4ك يعرف كما يلي : 


1 إق- 5+8 ]- [ز1-)ة عه 5+2 1 ُْ “|3 2 فى 
ا 


فان 8 © ه يعرف كما يلي 0 ّ نه ام |3 د © 


1 7ع 0 3 + (ت) م1 4 5+3 ا | : 5 10 |-8ام 


قان 8 يله يعرف كما يلي: 


1 2< 0+3 1-) +1- 1 
8 ا د 8 عفر 
1 1 +0 يز و +ز1-) هخ 2 


ال 
2 ٍْ 
1- 1 - د © 


ا 
ا 


74 





1 
فان 8 << لله يعرف كما يلى: 


1+0 +ة3 ذف (1-)1 + 5 * +[ > مه 
30 +1 1 -)+ة1<3 (1-]) 1(>5+3-) +11 


شروط ضرب 8 يق هي 3 
أ. أعمدة هر - صقوف 8 
. اذا كانت كد من النوع 11:41 ٠‏ وكانت 8 من النوع 0 +7ا فان حاصل الضرب 2458 


تكون مصفوفة من النوع 6 5114 


اذا كانت 8.8 مصفوفتين مربعتين 13 131 فان كلا من 5 لل , ها مصفوفة مربعة 23 عذلر 
وبصفة خاصة اذا كانت 8-8 شنكتب كرك بالصورة كاي ان شرم ثم 


لأاكتت| 3 0 1 ف 2 
ه 8 1 يقر 
8 1 2 75 40 


فجد إن آمكن : 


80 غامد 80> اع 2699م 5:9 


الحل : بما ان عدد اعمدة شرع عدد صفوف 5 فان 8+نلم يمكن ايحادها : 











© لايمكن ايجاد 8 6ه لان اعمدة 8 +#صفوف ل 
ظ و- 2]| | ود 
4ا|*| 5 


© الا يمكن ايجادها لان اعمدة 8 + صفوف 85 حيث 


فاثبت ان عملية ضرب المصفوفة غير ابدالية . 


1 


من الواضح ان الك زا 8 + 8 غز هم 


إذَا كانت 





0 [1] 
له 9 3 - 1 
٠‏ العنتلتج ان ا 
مصفوفة محايدة بالنسبة لعملية ضرب المصفوفة المربعة من النوع 22 


3 >*ز (1-) خرن ) يمر 1+0 ناخ 1 . 
3 *ز 3 +ر2-)(2-) + 1 بز 0 |-|ا بي 
3 >0 +(2-)1<2 +2201 2 


0 -2 م 130-««ا ., شع دير 





٠‏ اذا علمث ان ه مصفوفة من النوغ 203 : 8 مصفوفة من النوع 32 فجد نوع كل من 
| النصفؤقات الانية : 
800 عدم © م >< 5 062 م << ره عام 09 5 2< رم عا 8) 





الحل : 
[|0#© مم مصفرفة 2*3 . م مصفوفة 3*2 > 8 دهم | مصفوفة 2*2 
دقفا © 228 مصفوفة 382 .ع مم مصفوفة 23 - لهم يما 8 مصفوفة 3*3 
|١١'‏ ©(8>“اه) مصفوفة 22 ٠.‏ كر مصفوفة 23 © هرعن زكرا 8) مصفوفة 23 
| 09 (8“ 8) مصفوفة 33 ع 8 مصفرفة 32 842 ا ره ءا 8) مصفوفة 32 








1 
/ - 


”7 


1 
ا قاثبت آن 0 - 1 2+ يقر3 - “يل 


0 





©قعنه 64عغهم 0ء 8 4ه 85 #دعاء 
80 > © © © * رق عام) 09 (6 8 عام 
اذا كانت ©, 8 ,6 كما في التمرين السابق وكانت 1[ مصفوفة الوحدة فاثبث ان : 
لزه م- 82 عام 09 1- نت ددم 109 دنم 
((© >< 8) عدم دع عا زع عام ) 
(اذا كانت كه مصفوفة 2 © 3 و8 مصفوفة 3 94 3 و0 مصفوفة 3 ا 4 

و60 مصفوقة 2 *< 3 . فبين نوع كل من المصفوفات الآتية : 


800 عدم 2ه 0م«*م 09ه«»«ء 0م«م 
8(60 عدام) >« مه 200 - رمجاء ) 50 " زه >ام) 


اجر عملية الضرب فيما يأتي ٠‏ أن امكن واذكر السبب في حالة تعذر اجراء عملية الضرب: 


2 


© ذا كانتت : 1 دم 


بين صحة أو خطأ كل من العبارات الاتية مع ذكر السبب : 


(ع ع فعه عردم د رزععم عدم 
202 جده دم يرع - م ير رمع ) 
ات داهم - زشج8) عز يمر 

0ه ع عدم يدع درعب8) عام 


069( © > 8 عدم دع جا رمق عدم ) 





309 كانت 


فائبت ان : 
31-000 - مد-هم 


1-0500+ هدنع 


0ه« مع و عام 


اذا كانت 


فائبت ان : 1 - ل 8 - 8 >#زالل لاحظ أن 8 > لك كل منها النظير الضربي للآخر. 


[7- 9 ] النظير الضربى للمصفوفة : <اماةا/ةا 3 أه 5عععلاما 
سنتناول هنا دراسة النظير الضربي للمصفوفة المربعة من النوع 2 ا 2 فقط. 


تعريف :(7- 9 ) 
' النظير الضربي للمصفوفة 8 من النوع 2*2 إن وجدت مصفوفة 8 من النوع نفسه بحيث . 
يكون : [عه غز 8-8 عد مر 
حيث 1 المصفوفة المحايدة بالنسبة لعملية الضرب (أي مصفوفة الوحدة من النوع 2«2) 
سنرمز للنظير الضربي للمصفوفة 8 بالرمز 7ه (اي ان م - 8) 





1 
ل 


تعريف [8- 0 )| : محدد المصفرفة ‏ #«اعاهآلاا 01 +قضمتصمعاع0 ه15 


فان المقدار ©.© - 4. 3 يسمى محدد المصفوفة له ويرمز بالرمز 


: 


.ةق - - 2 
6 ك 4 5 


لذا علمت ان 0 2 0 2 
3 و كع 8 | - 
ْ فاأوجد 
| (#امحددم محدد8 8 عام 9م 8 
| ماذا تستنتج من الفرعين ج ء د . 
الحل : 
0 
تن مصده: | 6-(6) ها 3-0 * 2 -إ|وي 
© سدق ل - إيرو لاير طلا -| 0 
3 : 
3 
1 م -م][مى 
© 8يام- 1 و #0 
0 _- 1 











0-0 



















م تعشت 
© 558 0 1| |0 2 0 5 
1 0 3 6- 3-5 1 


نستنتج من الفرعين جل , د أن كلاً من 8 , كد نظير ضربي للأخرى أي أن : 
حسب تعريف (7- 9 ) قر ع 8-1 , 8 د دادر 





تعريف (3- 7 ؟ : 








1 ور سي اير لير يي ب وسيل .سين نوصي سير يكير يكير ل اتاتب اا تت تت ير يا يا 2 يا ري ييا را ييا يي 1131211710 1 ْ 
5 - - : 5 : 
|( اذاكاتت . :| فان النظير الضربي للمصفوفة 8 يكون موجودا 
0 ( 
/ ( معروفا ) عندما تكون محددلا تساوي صفرا أي (ل(اعحكفقث) ١‏ 
ا - 8 -ت ١‏ / 
0 سم لدم / 
(١‏ م كك 9 00 1 || 
١‏ 8 هد |ء- ار 
( م الك ١‏ 
1 عخاابتصم_ااايصن ‏ تتبن اإيتتت اير ايت ايب بر تر كبر حجن يكين بخبيرن ككر ابر اإيخيرر اإعخر صخر ابر ار طصين_ ‏ طبن ابر عكر يبرن ضير احير 1 ظ 
لاحل : ظ 


م 23 
06 د - لم وللحصول على !8 ( ان كان موجوداً ) فيجب 







“باع الخطوات الاتية لايجاده ويكون امراً سهلاً ؛ 
| قبل كل شيع نجد قيمة ك ( محدد 8/) فاذا كانت 5-0 فان هه ليس لها نظير ضربي واذا 
كانت 0 + ك فان للمصفوفة ك8 نظيراً ضشربيأ يتعين كالاتي : 

أ. تبادل بين وضعي العنصرين الواقعين على القطر الاساس للمصفوفة 8 . 

ب. نفير كل من أشارثي العنصرين الواقعين على القطر الآخر للمصفوفة .. 

الو عرب لمشدرفة نحي بن ليرا در 1ب برست بك لوص عر حي 


2 
239 


/ و اندم 
فان نظيرها مصفهو 
مغاير ة للصفر 
ة عناصرها ف 
ذآ كانتت : 
ان هذا يعني أنه أذ ّ 1 





7 


آل 


ولما كانت 8 + لل مضفوفة قطرية قطرها مغايراً للصقر فان + 


1 

0 ا 

3 1 

مس ان 
لاك 


-1 ر8 عرم 


1 - 2 (8 عداه) ر8 عزه) - زه عدم - زه عدا م) 


جه 


أي من المصفوفات الاتية لها نظير ضربي ثم أوجده : 


5 
0 - (3-) ها 5 - 3 يعاق - 1 


ليس لهذه المصفوفة نظير ضربي : 





0 + 2 #12 رزاع - 141 


ل ) 0 > 3 عد 20- 5غعد123 


.'. ليس لهذه المصفوفة نظير ضربي . 


8 


إحسب قيم * التي تجعل المصفوفة الاتبة ليس لها نظيرضربي| 4 
ِ 


الحل: ! 
3 2 
المصفوفة 1 ع ليس لها نظير ضربي عندما تكون محددتها صفرأ أي : 
7 00-0 


- 2-5 ا 
0 12 2 3 - تين 130 


0ع 36- ثيع 


ود صعنو ل ا ص ع د 





[10- 9 ]حل معادلات الدرجة الاولى في مجهولين باستخدام المصفوفات : 


اذا أعطينا نظام المعادلتين ؛ 


للأسى © «عقعدم 
تسمى / مصقوفة المعاملات: 8 مصفوفة المجاهيل ٠»‏ 0) مصفوفة الثوابث: واذا كانت السحدد 
0 داه أي 0 + عط - 0ه - ثك فمن الممكن ايجاد حل (1) كما يني : 


بضرب طرفي (1) في اه © عردم - ر(قاعام ام 
خاصية التجميع 0 عن هر - 8 جز زيم يقر ) 
من تعريف النظير لم ععداعةدق8 ع١‏ 
لان | عنصير محايد 16 كراد 85 
من الواضح ان بمقدورنا الان إيجاد المجهولين لا , * (اللذين يشكلان حل نظام المعادلتين 
الاصليتين ) بدلالة الثوابت العددية 4.1.14 , 86 ,ظ.هة . 





حل نظام المعادلتين الاتيتين باستخدام المصفوفات ثم حقق النتالج: 


للاسمى 1 ع برق +عة 
م ها ع بي عرق 


0+ 1ه 3 51:2 7 2 2 عداكث د محد ل 


.'. كر لها نظير ويكون الحل © بز ا “قرع 8 


2- -1[ 


التحفيق : بالتعويض. المباشر في (2) ٠‏ (1) بقيمتي لا , *ا نجد ان : 


24 3+5 1-1 
343+71(-2 





)9- ورك ,هك سرين (د-‎ ٠. 


ذلك : 
كلما امكن 
الاتية 
الضربي لكل من المصفوفات 
النظير 
(ل جد 





2 
245 


© اذا كانت 


© احسب كلا من >8 اعم 
جد نائج احشر راحم ل 1-ه عادر 
28 جد ناتجهما ز8 عدم , 85 عام 
تحقق من أن م- دركم 


حل نظام المعادلتين الاتيتين باستخدام المصفوفات ثم حقق النتائج : 


5- - بإك - عدخ 
1[ -<*5 -نز3 





ثانيا : المحددات 
[11- 9 ] محددات الرتبة الثانية واستخداماتها في حل معادلات المجهولين 
أذا أعطينا نظام المعادلتين الاتيتين في مجهولين لا 0 


فان الاعداد 0 . © , 5 ,3 تسمى المعاملات . أما العددانت ! ,ا فيسميان الثوابت تكون : 


3 : 


7 محدد المعاملات ويرهز لها بالرمز ث نلاحظ ان معاماتت المجهول « 


مط ا 
تكون العمود الاول للمحدد 4؛: نسمي| بم ,| محدد المجهول * ونرمز لها بالرمز »دك 


ونحصل عليها من 5 وذلك بعد الاستعاضة عن العمود الاول (معاملات*) بالثوابت ٠‏ , 1 

كما تمي أ 3] محدد المجهول لا ونر مز له الرمز لإا لك وذلك بعد الاستعاضة عن 
ع ع 

العمود الثاني (معاملات لا) بالثوابت »! , ا والان بفرض ان 0) + 8 فان قيمتي المجهولين 

لا , « تحددان بالعلاقتين : 





حل نظام المعادلتين الاثئتين باستخدام المحددات : 


4- ع و3 - يل 





4 - 2 


3+ ]8 


ل --12- 


3+ 8 


1) 3180 ك4 > 311- 


(ك-)رة-)-1 » 4 


3» 1- )-3( *6 


3 > )-4( - 4> 6 


3 4 1- )-3(* 6 


-3 





المحددات من الرتبة الثالقة : 


7- - 15- 8 - 0 + (0 +< 4 - 5< 3)1- (زلاء) + 4- 5 4 0) 2 - 


أو حل آخر (طريقة كريمر) : 


(3»15+(1-) يدك عد ججم) - ((1-) 1 عزون عر عدددة يدن 2)- 
7 -(8+15-) -ن - 





3- -4+ 3- 4- - رو-ل 4+ ره-ل) 3+ ز2-0-)2- 
أو حل آخر بطريفة كريهر: 


3ح 2 4 اد 
و 12 ا 1 
1 نان 0 


((1-)»< اسسري-)ء+ اعنمعد2 معد 2 عرك) - (1< 1 هجعن >3 -)+ر1-)2*2) - 
(3) - (4+4-) - 
3-- 


[11-1- 9 ] استخدام المحددات في حل ثلاث معادلات من الدرجة الاولى في ثلاث متغيرات 


اذا كان لدينا نظام المعادلات الاتي في ثلاث مجاهيل 2 ,لا ,* 
0 > جم + برط ةق 
لد 6 + ئنق + بان 


رع 0 لايطا + عية 





جد حل نظام المعاذ لات الاتي: 


1[ - ج ‏ نيزق +خ 
الا عاج + 20,2 + 26 
[1-- 32 ديز + ع3 


0 شاع يقث , ره د] 1 
1- 3| 





جد قيم 6 التي تجعل لنظام المعادلات الاتية حلا : 
(ادنزها+غ* 
0 -لا-عاةم 
الحل: 
يكون لهذا النظام حل عندما تكون محدد معاملاته لا تساوي صفراً عندما 
1 5 
حك ا 00 > )اع 7 


1 
تحدم 1 8 ص ع 


خواصض المحددات ؛ 
ا( في اي محدداذا بدلت الصفوف بالاعمدة والاعمدة بالصفوف بنفس ترتيبها فان قيمة المحدد لا تتغير. 


| 9© قيمة المحدد لا تتغير عند إيجاد قيمته عن طريق عناصر احد صفوف أو أحد أعمدته : 


نينا 


لايجاد قيمة المحدد : 


2- فإ إ|4ه 
1 5 أ حم 


4 - 
قيمة المحدد (عناصر أحد الصفوف]. 


3 
4 


قيمة المحدد (عناضر أحد الاعمدة) ‏ 





© اذا كانت جميع عناصر اي صف اوعمود قي محدد كلها اضفار فان قيمة المحدد تساوي 


1 3 
4ك ) 6 زاك 
ا 0 


© في اي محدد اذا بدلنا موضعي صفين متتالين او عمودين متتاليين فان قيمة المحدد النائج 
تساوي قيمة المحدد الاصلي مضروبا في [1-) 
ظ 3 
٠:‏ (1-) - 1- 
5 
اذا تساوت العناصر المناظرة في اي صفين (أو عمودين ) في محدد فان قيمة المحدد تساوي 
فا . 


ان عناصر 1 ظْ الول ع ع 1 ل الكالك 


]اذا وجد عامل مشترك في جميع عناصر اي صف (أو أي عمود) في محدد فان هذا العامل يمكن 
أخذه .شارج المكدد. 


1 
4 شه | . 
4 
0 


ا 





لاتتقير قيمة المحدد اذا أضيفت عناصر اي صف أو (عمود) مضروية بعدد ( 6) الى العناصر 
المقابلة لها فى صف او عمود آخر . 


بدون فك المحدد أثبت ان ؛ 


الحل 
نضيف العمود الاول الى الثاني قنحصل على 
[ + + طا+هة 
اع 1] 1[ +ع + ]تا+ة 


1 1[ +ع +ط+هق 


وبما ان عناصر العمودين الثاني والثالث متساوية فناتج المحدد - 0) 


أثبت أن قيمة المحدد - صفر دون استخدام طريقة المحددات . 
الحل : 


2 ك3 3 

- 3|-1[ -1 3 

7 2 2 
أخراج عامل مشترك (3) من عناضر العمود الثاني خاضية [6) : 
حسب للخاصية  )5(‏ 0-0 نا 3 - 





أثبت أن : ( باستخدام خواص المحددات ) 


خاصية ( 6 ) . 


( 7 ) عامل مشترك من عناصر العمود الاول . 


خاصية ([ 6 ). 


(2 ) عامل مشترك من عناضر العمود الثانث 


1 
خاصية [ 6 ) . 5 3-|(3-]) غ20 ب 7- 
3 
| 3- ) عامل مشترك من عناصر الصف الثاني ..١‏ 





لاجد حل كل من انظمة المعادلات الآثية باستخدام المحددات : 


4 +رد - »2 © 1- - رد - 3 - © 


[1- 2«ك- د يزخ 3 >- بزإق #1 


0 - 76 - اق © 
3-0 + اك 
ثم استخدم المصفوفات لحل انظمة المعادلات المذكورة في سؤال (2) . 
| جد قيمة 80 التي تجعل لنظام المعادلات الاتية خلا : 
1 <دنز2 +* 
ل عيزتم +3 


0 -<ج+ رت + *- © ١-2+ر+‏ »© 


1--2- برج دياق 1- -ج- يخ- م 
0- عن بز + ي» 30-2 + عق 


3 2 1 
2- سج - يزا+ عرق # د ك ع ين لعو 


2-0 + ير عرق 3 + #- داج جيور 





© جد قيم 7 التي تجعللنظام المعادلات الاتية حلا ؛ 
0 < جع بير ير 
() 2 ممم + عنزق + ع 


[عدج + مدعو 


9[ اثبت ان المبادلة بين صفي محدد من الدرجة الثانية يغير من اشارتها فقط اي انه 


ص 23 
0 ح 


© باستخدام خواص المحددات جد قيمة ناتج المحدد: 


-3 
7 


([© اثبت باستخدام خواص المحددات : 





